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Résumé

Le but de ce document est de présenter en détail, c’est-a-dire avec tous les calculs
explicites (au risque d’étre parfois un peu redondant), le travail sur la stabilité de
I’hydrodynamique de ’annihilation probabiliste. Il s’agit donc d’un outil de travail
remplagant les notes manuscrites. La présentation étant trés détaillée, il peut étre
nécessaire de suivre en paralléle [1] (ou [2]) pour avoir une vue d’ensemble. Les
Refs. [3, 4] fournissent une discussion instructive de plusieurs aspects théoriques
reliés & ce travail (gaz élastique), ainsi qu'une multitude de références pertinentes.
Ce document a donné lieu a une publication [1].




1 Introduction

Soit un systéme de sphéres dures en dimension d, soit des collisions binaires entre ces sphéres.
On suppose que lors d’une telle collision, les deux particules s’annihilent avec probabilité p et
subissent un choc élastique avec probabilité 1 — p. Le mouvement est balistique entre les collisions.
On sait que pour 'annihilation pure p = 1 I’équation de Boltzmann devient exacte dans la limite
des temps longs en dimension d > 2. En effet, on peut le comprendre intuitivement en constatant
que pour des temps longs la densité de particules tend vers zéro, et par conséquent la fraction
d’empilement (rapport de ’espace occupé par les particules sur P’espace total du systéme) devient
trés petite. Ainsi les recollisions sont moins fréquentes permettant de justifier le chaos moléculaire.
En d’autres termes que la fraction d’empilement, la justification du chaos moléculaire se comprend en
constatant qu’aux temps longs le rapport du libre parcourt moyen sur la taille linéaire des particules
devient petit. Plus formellement, Piasecki et al. [5] montrent que la hiérarchie des fonctions de
distribution des particules se réduit dans la limite de Graad, qui apparait ici comme une conséquence
de la dynamique aux temps longs, & ’équation de Boltzmann. Dans le cas du gaz élastique sans
annihilation, la hiérarchie ne se réduit pas formellement & une équation de Boltzmann et donc
la dynamique ne peut pas a priori étre décrite par cette équation. Néanmoins, dans le cas de
I’annihilation probabiliste o on tient compte des deux dynamiques d’annihilation et de collisions
élastiques, on conjecture qu’aussi longtemps que p > 0 il suffit d’attendre assez longtemps pour
que le processus de décimation des particules rende la description de Boltzmann formellement
correcte. Ainsi, p apparait en quelque sorte comme un parameétre “perturbatif” autour de I’équation
de Boltzmann, dans le sens ot en un temps fixé les hypothéses menant a 1’équation de Boltzmann
sont d’autant moins bien vérifiées que p diminue. Seule la limite p — 07 apparait alors a priori
délicate du point de vue théorique et conceptuel en ce qui concerne le chaos moléculaire. D’un autre
point de vue, la description hydrodynamique pour p proche de 'unité peut se révéler inadéquate.
En effet, ’échelle de temps associée aux taux de déclins peut devenir de 'ordre de I’échelle de
temps microscopique. La description hydrodynamique est alors mise en défaut. La discussion de la
relevance de cette description s’avére subtile, et contrairement a I’hypothése du chaos moléculaire
qui peut étre validée par un systéme suffisamment dilué ou des temps longs, il est plus difficile
d’exercer un controle sur la validité de ’hydrodynamique dissipative.

Le but du travail est d’étudier la stabilité des équations hydrodynamiques de ’annihilation pro-
babiliste. Pour ceci, on cherche la solution de Chapman-Enskog de I’équation de Boltzmann jusqu’a
un certain ordre. On cherche donc une solution dite normale, qui s’exprime en terme des champs
hydrodynamiques n (densité), u (vitesse moyenne locale de I’écoulement), et T (température). A
Pordre un on obtient les équations de Navier-Stokes (on dit aussi les équations de bilan “a ’ordre
Navier-Stokes”), faisant intervenir le flux de chaleur et le tenseur de pression exprimés en terme de la
fonction de distribution des particules. En reliant le flux de chaleur et le tenseur de pression & leurs
expressions phénoménologiques, on peut identifier et calculer (moyennant quelques approximations)
les coefficients de transports. Une difficulté technique est qu’il est nécessaire d’aller a ’ordre suivant,
soit l’ordre Burnett, pour collecter toutes les contributions aux coefficients de transport dans les
équations a l'ordre Navier-Stokes. Néanmoins, il a été montré que pour p = 0 (pas d’annihilation)
ces contributions sont négligeables [2]. L’insertion des coefficients de transport dans les équations
de bilan & I'ordre Navier-Stokes fournit les relations permettant d’étudier, par analyse de Fourier,
la stabilité des solutions de l'ordre Navier-Stokes.

2 Equations de Boltzmann et de bilan

2.1 Equation de Boltzmann

L’équation de Boltzmann a la forme (Eq. (25) ref. [5])

(O +v1- Vo)) f(Ls1) = / 2T (1,2) F(1: ) /(2 1), (1)



avec d2 = draodva, i = {r;, v;}, et T¥(1,2) Popérateur d’annihilation probabiliste défini par

TV(1,2) = pT’(1,2)+ (1 —p)T¥(1,2) (2)
T:(l 2 = d 1/d0’ O' V12 0' 12)5(1‘12—0’6’) (3)
TCV(LQ) = —('J'di1 /da' (E' . V12) 0(—(/7\' . 612) 5(1‘12 - 03') (b71 - 1) 5 (4)

ou T¥(1,2) est Popérateur d’annihilation, T (1,2) Popérateur de collision, T12 = ria/|ris|, o le
diamétre des particules, o un vecteur unité le long de la droite joignant le centre des deux particules
lors de la collision, et

b lvis = vig—2(vig-3)F = bvig, (5)
b71V% = V%:F(V12~3')3' = bV%, (6)

avec viz = vi — va. (3) et (4) dans (1) donne :

Or+v1- Vi) f(1it) = p/dQTg(L?)f(l;t)f(?;t)+(1—p)/dQTé’(LZ)f(l;t)f(?;t)
= pJa[faf]—’_(l_p)JC[fvf]a (7)

avec
L.l = —/Rd an [ vaod_l/d& (6 -v12) 0(—6 - B12) 8(r1z — 06) (5" — 1) g(Li 1) f(2: 1)
- —o—dfl/w va/d& (6 -v12) 6(—5 - 12) (b — 1) F(r1,v151) %
X / drs f(rs, vait) O(ria — 05)
- iz ~ 00)

|r1—r2|=0—0 dans la limite de Graad
—>ri1=ro

e I/RddV2/d0' G- v12)0( - B12)(b" — Dg(ry, vi;t) f(ry, vait), (8)

Julf gl = /Rd drg /Rd dvzad_l/da (0 -v12)0(—0 - V12) 0(r12 — 00)g(1;t) f(2; 1)
- —ad—l/ dV2/d6' (5’~v12)9(6'-ﬁlg)g(rl,vl;t)/drgf(rg,vQ;t) 5(r1s — 0F)
Rd

—ad_l/d3 (5'V12)9(5'@12)/ddv2 [Vialg(r1, vist) f(r1, vast)
R

=01
_ _oiip, / ava [vialf(r1, vai ) glrs, vis )
Rd

=v(r1,vi;t)

= —v(ry,vy;t)g(ry, vy;t). (9)

v(ry,vy;t) est la fréquence de collision dépendante de la position. J. est 'opérateur de collision des
sphéres dures, et J, P'opérateur de collision de ’annihilation pure. La grandeur (3; est donnée par
la relation générale

LT (25))

o= [ 436 Sy oo ) =T

(10)



En effet, notant Q4 = [ do = 27%2/T(d/2) la surface de la sphére en dimension d :

1 Jdo (o -vi2)" 0(F - v12)
3tk 10,
Lo Jo d¢r- Jg dea- 2 Jy" Ay [T (sin op)* COS(sOd 2)"0(cos pa—2)
=4
2 S der . [T dpas [7T AU TTZ) (sin pp)k

foﬂ/ df (sin §)4— 2(cos¢9)
2 d m/2

Jo !~ do (sin@)d-

/Bn:

D (ntl
- o7 (7.2”) (11)
I ("3
L’équation de Boltzmann s’écrit alors :
’ (Or +v1 - Vy,) f(r,vist) = pJalf, f1+ (1= p)J[f, f]. ‘ (12)

2.2 Equations de bilan

Les équations de bilan sont données par l'intégration de I’équation de Boltzmann sur les moments
des vitesses v°, v!, v2. Comme T (1,2) décrit des collisions élastiques, les intégrations sur T (1, 2)
pondérées par les invariants de collision sont nulles. Seule ’annihilation décrite par 7% (1, 2) donnera
une contribution non nulle, c’est-a-dire des taux de déclin non nuls pour la masse, 'impulsion, et
Iénergie cinétique du systéme. Ainsi, définissons :

[ aviaing = - [ avivtiviofevig = -wlf.f (13)

R4 RA
/ dvimviJ,[f, f] = —/ dvymviv(ry, vist) f(ry, viit) = —mwlf,v1f] (14)
Rd Rd
/ dvy smoiJ,lf, f] = —%m/ dvyviv(ry, vist) f(ry, vist) = —imw[f,vif], (15)
R4 Rd

ol on a noté

wlf,g] :/ dvq l/(rl,vl;t)g(rl,vl;t):Jdilﬁl/dvldV2|v12|g(r1,vl;t)f(rg,vQ;t). (16)
]R2d,

Le premier argument de la forme bilinéaire w dépend donc de vo, et le second de v;. Dans la suite
nous adoptons souvent la notation allégée vi — v = (v1,...,v4), et w(f, Vig] = w[f(V2),(V1)ig(V1)].

Les équations de bilan s’obtiennent par intégration de I’équation de Boltzmann avec poids donné
par les moments de la vitesse. Pour ceci, introduisons d’abord les grandeurs :

n(r,t) = / dv f(r,v;t) : densité de particules (17)
Rd

n(r,t)u(r,t) = /Rddvvf(r,v;t) = u(r,t) = ﬁ/ dv v f(r,v;t) : champ de vitessd 18)

m

d _ L 2 . —
—n(r,t)kpT(r,t) = /]Rd dv2mV f(r,v;t) = T(r,t) = (e, Okpd

/ dv V2 f(r,v;t)19)
R4

T(r,t) est donc la température granulaire, et V.= v —u(r,t) est I’écart au champ moyen de vitesse.
On présente les calculs en détail.



2.2.1 Masse

@ /dv1(8t+v1-Vrl)f(rl,vl;t):p/ dvlJa[f,f]+(1—p)/ dvi L.[f, f]
R4 Rd Rd

W@, =0

— 8t/ dvy f(r1,v1;t) +Vy, - dvy vif(ry, vit) = —pwlf, f]
R4 R4

=n(ry,t) =n(ry,t)u(ry,t)

= On(ry,t) + (Ven(ry,t)) -u(ry, t) + n(ry, ) Ve, -u(ry, t) = —pwlf, f], (20)

donc on obtient ’équation de bilan de masse

[Oin(r1,t) + Ve, - (n(r1, u(ri, 1) = —pwlf, ]| (21)

2.2.2 Impulsion

/ dvimvy (0s + vy - V) f(r1,vy;1) :p/ dvimviJ,[f, f] +(1—p)/ dvimviJ.[f, f] (22)

D mwlf,vi ] =0

Dans la suite, on allége I’écriture en omettant d’écrire le domaine d’intégration R? et en écrivant
le bilan d’impulsion dans la direction i : vi — v = (v1,...,Vy), ainsi :

m/dvvi(at—i-vjvj)f = —pmuw|(f, v; f]

— 5’t/dvv¢f+/dvvivjvjf: —pw(f,vif]
=nu, V; [ dvoiv, f

1 1 1
= —  O(nu) +*Vj/dvvﬂfjf = —p—wl[f, v f]
n N—_—— n n
=u;0yn+noiu;

1 1 1
= u;j— On +0wu; + =V, /dvvivjf = —p—w[f,vif]
n —~~ n n

21
(=)—pw[f,f]—ujvjn—nvjuj

= Owu; + %Vj /dvvivjf - % (uiu; Vin +nu; Viug) = P% (wiwlf, f1 = wlf,vif]) . (23)

:w[f,ui f] *W[favif]
=—w(f,(vi—u;)f]

VIS Vi)

Introduisons le tenseur de pression. Soit § = 1/kgT(r,t), alors le tenseur de pression P;; est défini
par

P;; :m/ dv ViV f(xr,v;t). (24)
Rd

On peut décomposer le tenseur de pression en une partie de trace nulle et une autre purement



diagonale comme suit :

V2 me

Pij = de(I‘,V;t)m ‘/7‘/] - 761] + dv f(r,V;t)*V §ij
R4 d R4 d
=Di; (V) =n(r,)ks 723 noy Jra AV V2fé;
=T(r,t)
= 2504,
- / dv £(r,vit)Di; (V) + 53, (25)
Rd B

En particulier, nous avons besoin de reformuler la définition générale (24) pour l'inclure dans (23) :
Py = m/dv(vi —u)(v; —uj) f
m/dvvivijrm/dvuiujffm/dvviujffm/dvuivjf

=nu;u; =NnUiuj =NU;Usj;

m/dvvivjf — MNUU;

1 1 1
— —V.,P,;, = =V, [ dvyv,f— —V.,nu;u;
—VibPi - J/ vuv; f - N
— 1V-/d wif = 1 V-P--+1V~ iU (26)
~V; VU U; = VP + UG
(26) dans (23) =

1 1 1
O + — VP + f( Vinuu; —uu; Vin — nuivjuj) = —p—wl[f, Vif] (27)
mn n " —— n

=uju; Vintnu;Viu;+nu; Vju,

1 1 .
= | Opu; + %Vjpij +u;Viu; = —pgw[f, V;f], i=1,...,d. (28)

2.2.3 Energie

/dv%mvz(&g +v,;V;)f zp/dv%mUQJa[f, f1+(@1 —p)/dv%mv2Jc[f, 1]

=1 [dvo®of +im [dvoiv; Vi f <£)—lmw[f v f] =0
N—— N——— 2 )
=0, [ dvo?f =V, Jave2u, f
1 2 1 2 1 2
= =0 [ dvo f+ =V, [ dvvv;f = —p—w[f, v f] (29)
n n - n
Pour continuer, on introduit d’abord le courant de chaleur q défini par
m 9 me ., d+2
qi(r,t) = — dv V2V f(r,vit) = dv | —V~* - kgT | V; f(x,v;t) = dvS;(V) f(r,v;t).
2 R4 Rd 2 2 Rd
=5:(V)

(30)



En effet, on peut ajouter un terme arbitraire linéaire en V; dont la contribution sera nulle, car par
exemple dans notre cas

—dgszT/deif:—dgszT(/dvvif—/dvuif>:O. (31)
Ainsi, on va utiliser dans (29) la relation :
Vi & Vj/dv %VQij
Visvy U T;Vj(/dvvjvzf /dvujUQer/dvvjusz/dvujlﬁf
=u?nu, =u?nu,

_Q/dvvjvkukf+2/dvujvkukf>
| —

— Su2
=nu;u

m

= §Vj (/ dvvjv2f — u; /dvaf — 2uy, /dvvjka + 2nuju2) (32)

2 1
— 7Vj(]j =-V
mn

<.

1 2 2
/dvijQf - ﬁVjuj /dv v f — ﬁvjuk /dvvjka + Evjnujuz

3

1 2 1 2 2
— -V, [ dvov®f = —V.q.+-Vu; [ dvo’f+=V, /dv o f — = Vinuu?
- ]/ Vv o §4j - juj/ v " UK VUV n jnu;u

:2(Vjuk) % de’Uj’ka +%’LL)€V_7‘ de’Uj'ka
——
e

1
ket Lnujuy

2 1 2
_ V.0 +=-V.ou: | dve?f — ZV.nu,u?
o 34 + - ]uj/ vu“f - U U
1 2
+2ukﬁvj /dv vjopf 4+ u; Vu? + ey (Vjur)Pjr + 2ujui Vi ug

=P:Vu =u;V;u?

2 1 2
= — (P:Vu+Vq)+ Evjuj /dvvzf - Evjnuqu

mn

1
+2uy, Evj /dvvjka +u; Vu?
[ S —

B LV, P+ 2V

2 1 2
- — (P:Vu+V;q)+ nguj /dvvzf - Eanuqu + u; Vju?

2 2
+mnukvj kj T nukvjnujuk (33)



D’autre part, on a aussi la relation :

_ m 2
5‘tT = 8t’n,kd /dVV f

—_—
= fdvu?f+ [dvo2f —2 [ dvvu; f
— —_——
=u2n :72ujnuj
= —2nu?
ma 1 /d 2¢ 9
= Vv —Uu
kd

m

1
I <_n2) (6tn)/dvv2f—|— ﬁat/dvv%c kd2ujatua

m 1
— @E(‘)t/dvvzf = atT—i- rd 2 (Osn) /dvvzf+ —Qu] Oy
Eq (21) Ea. (28)
) Jed 1 ,
= ;at dvo f = E&T— ﬁ(pw[f, 7] +ujan+anuj) dvo’f

1 1
-2 (mnujvk ik + ujup Viguy + p— w[f, uﬂ@f]) (34)
Met tout ensemble : (33) et (34) dans (29) donne

kd 2 1
—8tT— — (pw[f, 1] —I—ujvjn—I—anuj) /dv v f — %uijij —2uupViu; — QpEw[f, u; V; f]

2 1 2 2 2
2 (P iy il v Y9 2f _ O nuasul Voul 4+ — P+ = AU
+mn( Vu—l—V]q])—FnVJu]/dvv f nvjnuju +u;Vju —|—mnukvj kj—|—nukvjnu]uk
1
= _pfw[f? ’sz]
n
kd 2 1 9 1 9
= EatTJr%(P : Vququj)—ﬁpw[f, fl [ dvov*f—2p— w[f,uJV fl—=u;(Vn) | dvof

1 2 2
—ﬁ(Vjuj)/dvv2f—2ujukauj—ﬁ Vinuu® 4+ u;Viu? +ﬁukvjnujuk +ﬁVjuj/dvv2f

| —
=ujururVin =2ujurVug N
"y —UjUk Vy
+nugurV u;
+2nujurViug TnugViu;
CAk R +nu; Vjiug

= —p%W[f, ’UZf]

kd 2 1 1
= E@T + %(P :Vu+Vjgq) — ﬁuj(vjn) /dvaf + ﬁujvj /dvv2f — 2ujuE VU

:%Mf /] / dvaf—p%w[ﬁ (v* = 2u;V;)f]

2
kdn nu )

=prw(f,f1ad ( o [ AVVE 4+
e —

=T

1 1
= O, T+ kd(P Vu+V,g;)+ I:Zl {Tﬂuj(vjn)/dvvzf+ Eujvj/dvvzf — 2ujukvjuk}

Clf f] (T4 1) — o Tl (02— 205V) ). (39)

10



On remarque aussi qu’on a :

’LLjVjT = ’LL]'V]'% /dVsz
——

= [dvv? f—nupuy

= ujVj% (/ dveo?f — nukuk)

1
= % (ujvjn/dVUQf—ujVjukuk>
m 1 9 1 9
= 1 fﬁuj(vjn) dvv f+ﬁujvj dvo* f — 2ujurVjug ¢ (36)

Ainsi on voit que le terme entre crochets de 'Eq. (35) est le méme que (36), donc (35) devient :

2 p. )LV T = pt m2y _plm 2 oy
OT +——(P: Vu+V,q) +u,V,T = pwlf, f](T+5u?) = pwlf (v = 20,1;)f]

p%w[f, A4 P [f, 0 — 0+ 2uV)f] . (37)

En utilisant

u? —v? +2u;V; = u? — 0 + 2u5(vj — uy) = —u? — 0% + 2ujv; = —(u; — ;)% = —V?,
on a finalement :
0T +wViT + ——(P: Vu+ V,q5) = poolf, f] — p—2colf, V2S] (38)
t Ui Vi nkd . jQJ _p’l’Lw B} pnkdw 9 .
2.3 Résumé
Nous avons établi :
on + Vi(nu;) = —pw|f, f1,
1 1 )
at'LLi -+ %V].PZJ -+ UjVj’LLZ' = —ngJ[f, ‘/Z'ﬂ, 1=1,... s d, (39)
0T + VT + —— (P : Vu+ V,q5) = pwolfs ] — p—2wlf. V2]
t Ui Vi nkd . u jgj —in 9 pnkdw ) 9
avec V. =v —u(r,t) et
w(f,g] = Ud_151/2d dvidva|via|g(ri, vist) f(ra, vast), (40)
R
P = m/ dv ViV, f(r,vit) = / dv f(r,v;t)D;;(V) + ﬁéij, (41)
R4 R4 6

m d
gi(r, 1) :/}Rd dv (2v2 - ;2kBT> Vif(r,vit) :/}Rd AvS,(V)f(r,vit).  (42)

Ces équations sont les mémes que celles que ’on trouve dans la littérature [6, 2, 7, 8, 9, 10], a la
différence prés des taux de déclin de masse, impulsion, et énergie. On constate que les taux de déclin
(membre de droite des Egs. (39)) ne dépendent pas explicitement du champ de vitesse moyen u(r, t).
Cela doit effectivement étre le cas car la dynamique doit étre invariante sous toute transformation
de Gallilée du champ de vitesse.
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3 Solution de Chapman-Enskog

Nous cherchons une solution de Chapman-Enskog aux équations de bilan. Il existe néanmoins
aussi d’autres approches pour résoudre le probléme [11]. Pour appliquer la méthode de Chapman-
Enskog, on doit d’abord faire deux hypothéses. La premiére est que la dépendance spatiale et
temporelle de la fonction de distribution f(r,v;t) peut étre exprimée univoquement en fonction des
champs hydrodynamiques n(r,t), u(r,t), et T'(r,t) :

f(r,v;t) = flv,n(r,t),u(r,t), T(r,1)]. (43)

Cela revient a dire que I’évolution de la fonction de distribution est complétement déterminée par
ses premiers moments v°, v1, et v2. Une telle solution est appelée solution normale. La seconde hy-
pothése se base sur 'existence (supposée) de deux (au moins) échelles de temps distinctes. L’échelle
microscopique est caractérisée par le temps moyen de collision et le libre parcours moyen. L’échelle
macroscopique est caractérisée par un temps caractéristique d’évolution des champs hydrodyna-
miques et de la taille de leurs inhomogénéités. La grande différence entre ces deux échelles de temps
(macroscopique et microscopique) implique que sur un temps microscopique les champs hydrodyna-
miques ne varient que peu. Ainsi ces champs ne sont, sur de telles échelles temporelles et spatiales,
que trés faiblement inhomogénes. Ceci permet de réaliser un développement en ordres des gradients
des champs, i.e. d’appliquer la méthode de Chapman-Enskog. Ainsi on développe la fonction de
distribution en ordres de gradients de la fagon suivante :

F=fO4afW 2@ =N, (44)

i>0

ou chaque puissance 7 du paramétre A correspond & l'ordre ¢ dans le gradient spatial. Ce paramétre
A n’a donc qu’une présence formelle dans ce développement, et signifie que le terme qu’il multiplie
est de l'ordre d’un gradient & la puissance ¢. On peut donner une interprétation physique du petit
parameétre A : il s’agit du rapport de libre parcours moyen sur la longueur d’onde de la variation
hydrodynamique. On voit & nouveau surgir cette idée de séparation des échelles de temps micro-
scopique et macroscopique. La méthode de Chapman-Enskog suppose l'existence d’une hiérarchie
d’échelles de temps, et donc d’une hiérarchie de dérivées temporelles :

o 5(0) o 23(2) ;0
= : +oo=) A (45)

(@)
oo Mo TN e DT
>0

ot 'ordre 7 dans la hiérarchie temporelle correspond au méme ordre dans le gradient spatial. Ainsi,
plus 'ordre est élevé dans le gradient spatial, plus la variation temporelle correspondante est lente.
Ceci est bien consistant avec ce qui a été présenté précédemment. Par exemple pour I’état homogéne
de déclin libre (c’est Pordre zéro f (0)), la variation temporelle est trés grande ce qui signifie que
cet ordre du développement capture les phénoménes sur des échelles de temps tellement petites que
létat hydrodynamique (donc macroscopique) n’a pas le temps d’étre modifi¢, d’ott ’homogénéité
locale. Ainsi f(©) correspond a Pordre zéro dans les gradients, c’est-a-dire a la solution homogéne.
On connait cette solution, c’est la solution homogeéne du déclin libre ("homogeneous cooling state")
trouvée dans le contexte du calcul du as de 'annihilation probabiliste. En effet, en remplacant les
développements (44) et (45) dans ’équation de Boltzmann (12), avec (8) et (9), on a

(87 200 + v W) (FO A D ) = [FO A D O A ]
(1= p)T. [f@) FAFD 4O 4O +] . (46)
et on collecte les termes de méme ordre. En particulier, & ’ordre le plus bas :

O FO = p I, [FO, FO) 4 (1 = p)J[f©, FO, (47)
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ce qui est bien ’équation qu nous avions résolue dans le contexte du développement de Sonine.
Utilisant la distribution d’échelle ("scaling function"), on a trouvé :

n(r,t)
UT(rﬂ t)d

n(r,t)

FO,vit) = oo 1)

fle)= M(c) [1 4 az5:(c%)], (48)

ou la vitesse thermique vp(r,t) est définit par la relation

d d (1
§nkBT =3n (2mv%>

2 1
= - - 4
= w=\op P ren (49)
et aussi 1
M) = —Wd/Qe*C
1 d+2 d(d+ 2
Sa(x) = §x2— ; x+ (;_ )
3-2V2 (50)
“ 6+4d — V2 + =28V2(d - 1)
. _v—u(rt) v

T T

Quelques commentaires sont nécessaires. L’existence d’une distribution d’échelle est confirmée par
des simulations (DSMC ou dynamique moléculaire) non seulement pour ’annihilation pure [5] ou
pour un gaz inélastique [8, 9], mais aussi pour la dynamique d’agrégation balistique. La solution
fO(r,v;t) trouvée dans le contexte de P’annihilation probabiliste est homogéne. Or & présent,
comme on le voit de (48), la solution

FO r,vit) = OV, n(r,t),ulr, t), T(r,t)) (51)

n’est a priori plus homogéne & cause de la dépendance fonctionnelle dans les champs hydrody-
namiques, qui eux sont non-homogénes et dépendent du temps, par définition de la méthode
de Chapman-Enskog. Ceci signifie que cette méthode fournit une expansion autour de 1’état de
I’ équilibre local. Ainsi, on remplace de méme la vitesse rescalée ¢ = v/vr, obtenue dans le travail
sur Pannihilation probabiliste, par la vitesse rescalée autour de la vitesse moyenne : ¢ = (v —u)/vr.
Il s’agit bien de la définition correcte de ¢ car on a alors (c) = 0, pour ne prendre en considéra-
tion que les fluctuations autour de 1’équilibre local. La méthode consiste & résoudre iterativement
I’équation de Boltzmann, faisant usage de la solution & ’ordre précédent pour trouver celle & I'ordre
suivant.

3.1 Ordre zéro

Comme f(©) (V') est isotrope, alors des définitions du tenseur de pression et du courant de chaleur
on a :

1%&: n
0
PY = m y dv (Vivj - d@j) fv)+ 70 = pksT o (52)
=p(©®
d—+2
G = / dv(Z‘V?— ;L IgBT>V;-f(V):0, Vi=1,...,d. (53)
Rd

En effet, il y a nullité des intégrations car on intégre une fonction antisymétrique sur un domaine
symétrique. PO (r,t) = n(r,t)kpT(r,t) est la pression hydrostatique. Nous aurons par la suite
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besoin des équations hydrodynamiques & cet ordre. Ainsi, on collecte les termes d’ordre 0 en les
gradients dans (39)

8§0)n — _pw[f(o)7 f(o)} = _pngr(LO) (54)
1
0w = —pwlfO Vif O = —purel?) =0 (55)
T m
o0 — pwlf), O] - p%w[ﬂoxvzf@)]ifﬂgﬂ (56)

ou 5,(10), 1(3), et fgj ) sont les taux de déclin & 'ordre zéro. Les dimensions des taux {,(10) et f(TO ) sont

. L s . 0 N

bien la grandeur considérée par unité de temps. Ceci n’est pas le cas de &(“). On se raméne a un
taux en définissant &,, = &,,/vr. Néanmoins, pour des raisons de simplifications calculatoires, on
va garder la premiére définition, pour ne poser qu’a la fin des calculs &,, = &,,/vr. Pour des raisons

de symétrie on constate que &(3) = (. Les simplifications seront effectuées dans la Sect. 3.2.4.

3.2 Ordre un

On collecte les termes d’ordre 1 en les gradients dans ’équation de Boltzmann (46) :

OO 0 oM O Ly, v, f©
= pJalFO, FO 4 pI[fV, FOT+ (1= p) T [0, DT+ (1= p) J[f D, F O (57)
Soit
(TF) (w1, vast) = =pa[fO, FOT=p o[£ O, FO1= (1 =p) L[, fO] = (1 =p) JLFV, £, (58)
alors ’équation de Boltzmann s’écrit

(at(‘” + J) FO = (a,ﬁ” v vrl) 7O, (59)

Le membre de droite de (59) est connu et peut-étre calculé car f(°) a été auparavant déterminé.
Néanmoins, il faut réaliser ce calcul de facon judicieuse. En effet, on sait que f(!) est d’ordre 1 dans
les gradients, i.e. on sait que la solution normale pour f(!) doit étre de la forme (écrire par exemple
ViInT ou bien V,;T est équivalent : le facteur 1/T est alors absorbé dans le coefficient multipliant
le gradient) :

f(l) =A;V;InT + B;V; lnn—|—CijVjui. (60)

f n’est pas toujours de la forme (60), comme par exemple dans le cas d’un fluide dense de sphéres
dures inélastiques [12]. Pour une justification de la forme (60), voir la discussion qui suit I’Eq. (81).
Ainsi le but est de reformuler le membre de droite de (59) pour faire apparaitre de fagon explicite
les gradients des champs hydrodynamiques. En égalisant les coefficients de ces gradients on obtient
alors un ensemble d’équations pour A;, B;, et C;;. Ces coefficients dépendent de n, V, et T". Pour
simplifier le membre de droite de (59), il est nécessaire d’utiliser les équations de bilan & ’ordre 1.
De (39) on a

3.2.1 Equations de bilan

3.2.1.1 Masse .
O+ Vi(nug) = —pwlf©, fO] - pu[fD), fO) (61)
Or :

wlf. W giig, / dv, / dva vy — valf(va)g(v1)
R4 R4

veEvL -t d d -
b1 /]Rd Vi /]Rd V2 \Vl Vz\g(Vz)f(Vl)
= wlg fl. (62)
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Ainsi (62) dans (61) donne :

Bgl)n + Vi(nu;) = —2pw[f©, fV]. (63)
[ —
= —pngl!
3.2.1.2 Impulsion
O+~ Py 4w,V s = —pwo[ FO Vi f O] — p ol f 0, Vif @) (64)
t mn, 3t TV n ; n ’

Or dans cette derniére expression, chaque terme sommé est d’ordre 1 dans les gradients. Ceci
implique que le tenseur de pression est celui trouvé a ’ordre 0, i.e. P;; = Pi(;)) = p(o)éij = nkTd;j,
et donc :

k 1 1
O i+ —Ni(nT) 4wV jus = —pwl O Vif V) = powl D Vi) (65)

3.2.1.3 Energie

2
1
Bt( g u; ViT + Fd (P:Vu+V,q)

©2) 2T a) ey _ 0 M e(0) 12 (D] _ o T e(1) 172 £(0)
2 p 2Ly @, O] = p ol 1O, V2 0] p 70 V2O (66)

A nouveau, chaque terme sommé étant d’ordre 1 on a Pj; = p(o)éij et ¢; = 0. Ainsi avec P : Vu =
(Vju) P, = pOV, u;j on a:

2 2T m m
VT + VT + S TViui = pgw[f(o)’ FY] _p%w[f(o), V2] = p——w[fD, V2 O] (67)

nkd

3.2.2 [Equation de Boltzmann et gradients

3.2.2.1 Reformulation du membre de droite de (59) Remarquons que les exposants (i)
dans les dérivées ne jouent & présent plus aucun role une fois les équations & un ordre donné
écrites. On ne les note plus dans la suite. Comme on recherche une solution normale, alors toute la
dépendance temporelle est & présent contenue dans les champs hydrodynamiques. Ainsi :

B af© @ af© % af© or

9, (0 — -, 68
f on ot ' du; ot AT ot (68)
et en notant vi = (vy,...,v4), r1 = (r1,...,74), on a :
£ on Of© du of O or
. 0) — v, £0) — ). , T )
Vi Ve = uN e = v e Y e ar, TV o oy (69)
Or comme nous connaissons la forme de (9, donnée par (48), on a aussi :
af© 1 0
S , 70
5 =) (70)
et comme V; = v; — u; : " :
of( o (0
AR (71)

5‘ui o 8‘/;
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(68)—(71) dans le membre de droite de (59) donne :

o1 of©
v, (815114 + vjVjuZ-) - aiT (8tT + UZVzT) . (72)

1 1
—(Or v Vi) [0 = —fO (natn + nvivin> +

Pour poursuivre, il est nécessaire d’utiliser les équations hydrodynamiques a 'ordre 1 (en effet, on

se souvient de la notation compléte 851) qui signifie qu’il faut bien reprendre les équations de bilan
(63), (65), et (67)). Ainsi :

1 1 1
—ohn + —v;Vin (g) -~ (—u,»vm —nViu; +v;Vin — pnf,(ll)>
n n n
vi=Vitui V:V;Inn — V,u; — pfg) (73)
k
i+ 0;Vju, 2 — = (VT + TVin) — i Viui + 0V ju; — péLy
iV kT kT
Tty V;Vju; — —V;lnn — —V;InT — P&Sli) (74)
m m
2
or +vv,r L v STViui + VT — pTEy
ey 2
=tV g 219 - pTElD) (75)

Met tout ensemble : (73)—(75) dans (72) donne :

—(at + viVi)f(O) = f(o) (Vzuz — WVL Inn —|—p§,(L1)>
af© kT kT
v ViViu; = —Vilan = —V; InT — pelM)
af© 2 1)
5T gTVZuZ - ViViT +pT¢;" ). (76)
En utilisant
0 af© af©
8Vz (ij(o)) vjui = f(O)(Sijvjui + Vijvju’L = f(o)viui + V}‘T‘/gvjui, (77)
on peut reformuler (76) de la fagon suivante :
af@ 2 9fO
_ AvAY (- 0)§.. , s . s
(O +v: V) f (06 +V; v Tl or i) Vius
= 6?/1' (V; £(0))
=Cyj
kT 0f© of© kT ofO
B v A () Rl Bl VT _ T
+< Vif m@%)vlnnJr(VZ 5T m(‘)%)vln
=B; =A;
+pQf ™, (78)
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ot Qf M) est défini par :

of© of O
MW poem O (1)
Qf = O - Sl + T (79)
_ ,f<o>2 ), 917 vTi{w[f(O),Vif“)]+w[f<1>,wf<0>]}
oV nup
%,_/
=M 5(1)
o/ 1 0 (1) ©) 2 p £ ) 72 p(0)
+ S T {260, PO+ ol O, VO + W, V2O (80)

_ ()
=ST

Ayant calculé le membre de droite, I’équation de Boltzmann s’écrit donc

(@(0) + J) f(l) =A,V;,InT+ B;V;Inn + Cijviuj —|—pr(1). (81)

11 reste donc & développer le membre de gauche. Remarquons que de ’Eq. (81) on peut justifier la
forme de f(*) donnée par (60). En effet, (81) se réécrit :

LfY = AV, nT + B;V;lnn + C;;Vuj, (82)

ou L = 0;+J —pf est un opérateur linéaire, et gi, Ei, C~'¢j des fonctions & déterminer qui dépendent
de V. Comme L n’agit que sur les vitesses, f(!) doit exactement étre de la forme (60) (sans termes
additionnels comme dans [12]).

Nous pouvons encore simplifier les expressions A; et Cy;. f (0) ne dépend de la vitesse que par la
quantité V/vr, ot vp = \/2/mp, avec 8 = 1/kgT. Ainsi sa dépendance en la température est de

la forme T—4/2f (0)(V/T1/ 2), pour des raisons de normalisation. Par conséquent :
_Taf(o) _ —Ti (T—d/Q?(O)(V/Tlﬂ))
or or
- _T —gT_d/Q_lf(o)(V/Tl/Q)+T_d/2i?(0)(V/T1/2)
2 oT
— gf(O) _ TT_d/Qi?(O)(V/Tl/Q) (83)
2 oT
Avec u = V/T2,0/0u; = T'/?0/0V;, on a :
—(0) —(0) —(0) —(0)
0 = af " Ou; 1., 300f of 1. 10f
V/TY?) = = VT VT s/l — v . (84
T ( / )= Ou; OT 2 Ou; oV; 2T oV, (84)
Insérant (84) dans (83) il vient
Bf( d © 4 d 3
o _a /2 9 T1/2
o = 510 4 vt LT vy, (%5)
D’autre part :
1 0\ _ 4.0 Lo ape O 7O 1/2
sy (Vi) = 570 4+ guir S 7O vy 2), (86)
Comparant les Eqs. (85) et ( 6) on obtient
0 10
By (V) R - £(0)
Tort™ = 30y (Vlf ) (87)
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Insérant cette dernieére relation dans A; et Cj; il vient

Vi 0 kKT 0f©
o Y 9 () R
As 2 0V, (Vﬂf ) m v’ (88)
kKT 0f(©)
Bi = —Vif"-— —éfv, (89)
B 10
S ) _ 2 (0)
“i = o (ij ) d V. (ka )W’ (50)

ol on a rappelé la définition de B; pour complétude. En particulier, on constate de 'Eq. (90) que
Tr(C) = 0.

3.2.2.2 Reformulation du membre de gauche de (59) Nous savons que f(!) est de la
forme (60). Comme discuté auparavant, il faut substituer cette forme générale dans le membre de
gauche de (76), mettre en évidence les gradients, pour finalement égaler les coefficients des différents
gradients. Pour cela, on a d’abord besoin de 615(0) f .

(0) £(1) 90
o f = (A;VilnT + B;V;Inn + C;; Vu;)

ot ot
00 A, 0B, 90¢C;;
= V; lnT En + V; lnnT + Vu; e

+A; 8£O)VL InT +B; Bfo)vl Inn +Cij 8§0)Vjui
———

=v, Lo =v;10"n =v,;0"u,
0A; 00T n 0A; 0n n %8(0)%
or ot on 8t Ou; Ot

90y
+vi1nn{885 T 9B; 9 oB; 0 uj]

o ot " on o +37j ai
9C, 00T  9C,; 0On  aC; 90,
oT ot | on 0t ou, ot }
1007 10Op Oy,

+AVT ot +Bivi57+cﬁvj7

La dérivée temporelle des champs hydrodynamiques est celle de I’ordre zéro, donc ces dérivées sont
données par les équations de bilan (54) a (56). Utilisons

+Vjui |:

(91)

1
oOn = pne®, €0 = g, fo (92)
1
0w = —peld), ) = wlf O Vir =0, (93)
1
o0 = —re?. &) = el VO e, £ O} (94)
on a
190 (94) ©0) _ fT afT §T
T = —pViEE o Vin+ Vil + GV
(0)
_ _p< 5Tv1 gTv1T+5CT v”>7 (95)
10%a (@) —pVi£ = - 05" V;In +T3€(0) 06, -V (96)
T A A ) " e ou; )
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OOy, ) &Q) (t &0
\ at“ ) —pV,;€0) = —p <n ST; Vilnn+ &V InT + §;v u (97)

En remplacant (92)-(97) dans (91) on a :

0 f()
ot

0) OA;
T T

+ né, +€

= —pV;ln T{Tf <0>8’41}

i an

—pV;lnn {T{T T . 5(0) 88 +§(0)88i}

i an

—pVju; [Té(o)a% - n@@% + §<0)3Cij}
n

Toor “ Qu
—pA,; l g(O)v In a;)) 335(TO : Viu,
—pB; aa(‘”v lnn—I—TagT V,InT + aag(j Viu;
—pCij |n [ 82“@ 7 1nn+Ta§§; V;InT + 8;;‘; V juy, (98)

Dans le dernier terme de (98), il y a sommation sur les indices muets %, j, que 'on renommé de
fagon appropriée pour pouvoir mettre en évidence les gradients V;InT, V;Inn, et V,u, :

(0) o 9(0)
—pCijn%Vj Inn — —pCjin af 1V;Inn, (99)
(0) o 9O
fpcijT%vj InT = —pC;T 8;’“ ViInT, (100)
¢, ik 5(0)§u
pcij aUk Vjuk i> prkjWiijui. (101)
(99)—(101) dans (98) donne
9O ) (0) OA; 6A ) OA; oV aelY ae)
= —pV;InT |T 0 =22 T=L T2 4+ Ciy
ot PVinT | T Fom +n€) For + 60 5 au, AT T BTG Gl g
(0) (0) (0)
o ) 9B; )88 (0 OBi ag ot o,
e T n T gy, TN, TEN T, TGy,
(0) (0) (0)
(0) (9(3” (0) 86".7 ) 66” 8§T afn aéuk
PV | T8 G + &) G+ G A + B + Gy | (102)
= —pa;VilnT — pB;V; hln_p%‘jvjui, (103)

ol w, B, et v;; sont définis par le passage de (102) a (103). D’autre part, comme l'opérateur J est
linéaire on a :

JFo (& J(AN;InT + B, V;lnn +Ci;Viu;) = (JA)V: InT + (JB;)V;Inn + (JCij)Vju;. (104)

En effet, l'opérateur J dont la définition est donnée par (58), (8), et (9), n’agit pas sur les champs
hydrodynamiques, qui ne dépendent effectivement que de la position et du temps (on se souvient
que l'opérateur J consiste essentiellement en une intégration sur les vitesses). Ainsi, de (103) et
(104) :

(a§0> + J) FO = (—poy + JA)VInT + (—pB; + JB;)Vilnn + (—pCij + JCij)Viui.  (105)
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3.2.2.3 Equation de Boltzmann En égalant (105) et (78) on obtient finalement 1’équation de
Boltzmann :

(7})0&1‘ + J/L)Vl InT + (*p,Bi + JB7)V1 Inn + (*p’Yij + JCU)V]’U%
= A,V InT + B;V;Inn + C;;Vu; + pQf®. (106)
A nouveau, on peut développer f()
Qf(l) = Q(AIVZ InT+ B;V;lnn + va]ul) = (QA;)VZ InT + (QBl)Vl Inn + (QC”)VJUZ (107)

En effet, pour les mémes raisons que précédemment on voit de la définition (80) de © que cet
opérateur linéaire n’agit que sur les vitesses, donc pas sur les gradients. (107) dans (106) donne :

(—pozi + J.A,‘)Vi InT + (—pﬂi + JBi)Vi Inn + (—p%‘j + JCij)Vjui
= (Az + pQA)V; InT + (Bl + ])QBZ)Vz Inn + (Cij +pQCij)Vjui. (108)
Comme on peut faire varier de fagon indépendante les gradients des champs hydrodynamiques, (108)

fournit d(d + 2) équations pour les d(d + 2) inconnues A;, B;, C;;. Ces équations sont présentées
dans le résumé de la section suivante.

3.2.3 Reésumé

Pouri,j=1,...,don a:
-8 + (J-pQ)B; = B, (109)
-pyi; + (J-=pQ)Ci; = Ci,
ou
(0) (0) (0)
o = Té&p aT néy, +€u] ou, T2 + BT 5T +C;T 57 (110)
(0) (0)
B (0) OB; (0)9Bi 0B; ) 0B; 85 85 6§
, = T 111
61 §T aT + g a +€uj a +B 8 jl an 9 ( )
(0) (0)
R (0) GCW (0) YLij 8(3” (0) 8C2J ‘95 ,C%n 35
Yij T§T 8T f +§uk Dy, + A; au] B; auj +Ck] ou, (112)
6 - Vo (Vf<0>) KT 0f© 113)
Y20V m oV’
kKT of©
B — _y 0o _ 5 114
i Vif TR (114)
9 19
S £(0)
Ci = gy (W) = g (W) b (115)
(0) 0)
Qg = JOEDO. g e 0, g+ D reyo ) (1)
Jg =pJalf, gl + pJalg, FO1 + (1 =) J[f D, 9] + (1 = p) Jelg, £, (117)
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1

&) = —wlf, 1o, (118)
€0 = ~ulfO, VO, (119)
& = {ulfO, 2O - ulf®, O, (120)
et en utilisant w[f, g] = wlg, f] -
DO q) = Zulr®,g), (121)
EDO,g) = ——lr ), Vigl + ——ulVif . ), (122)
EI110g] = 2wl g+ TwlfO V2 + WV Ol (123)

3.2.4 Simplifications

3.2.4.1 Dépendance fonctionnelle des taux de déclin dans les champs Par définition
des taux de déclin a ’ordre zéro
1

&0~ —w[f©, f O, (124)
n
© L oo 2oy Lo ro
T ’I’LTW[f 1V f } nw[f 7f ]v (125)
avec
w(f, g] ~ /2d dvidvsy [vi — valg(r1, vi;t) f(r1, va; ). (126)
R
La distribution d’échelle est de la forme (48) :
n ~

O a3 f(?/T). (127)

Par conséquent en utilisant le changement de variables y, = v /Vd, y2 = vo/Vd :

TL2

WO 1)~ T [ dvidvelve = val f(of /T)F 03/ T)
n? drl/2 TN T, 2
~ g [, W1 Ty =yl F0) (v2)
~ n2T/2 (128)
Par conséquent
O~ prt/2 (129)
&) ~ I (130)
Ceci méne aux relations
o€ o) 1 1
ponT tnT—<T1/2>:*tn 71/2 — 2¢0) 131
T Cten, 1 T n 20 en, T 2§n7T, (131)
9T 0 .
n an’ = Cten)Tn% (nT1/2) = CteanTl/Q = fr(t,gl"’ (132)

ou Ctey,  est la constante de proportionnalité des Eqgs. (129) et (130). fff)T est donc fonction propre
de Vopérateur TOr avec valeur propre 1/2, et de opérateur nd, avec valeur propre 1. De plus,

comme f(T(f 21 ne dépendent pas explicitement de u, alors §(T(f ZL sont dans le noyau de ’opérateur 9, :
0

)
aui

=0. (133)
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3.2.4.2 Symeétries Nous montrons explicitement que 51(2) = 0 Vi. Par définition

1
&) = el Vi) (134)
o' ©) (1 £(0)

= " dV1dV2(V1)if (Vl)f (V2)|V1 - V2| (135)

]RQd

avs ol 0 0

> n / dv1dvs(—V1), fO () FO (V) [Vy = Vs (136)

RQd

1

_ 7ﬁw[f(0)’ %f(o)] (137)

doir €2 = 0.

3.2.5 Résumé

Utilisant les simplifications de la Sect. 3.2.4, le résumé de la Sect. 3.2.3 devient :

[—p (00 + €00, + 36) + 7 - p0 A - pePB = 4,

[0 (&"T0r + €00, + €0) +J-p0 Bi-p &4 = B, (139)

[» (P'Tor +€0n0, ) +7-p0| 0y = Cy,

ou
Vi 0 kT 0f(©)
_ Vi0 o)
As 2 9V (ij ) m OV;’ (140)
kT 0
_ _y 4
B; Vif T (141)
0 10
T ) _ L 9 ()
Cy = 5y (Wr®) = 30 (Ver®) b, (142)
1
&) = Selr ), (143)
© _ lypm ) p2p0) s £0)
O = el VRO - ), 7O, (144)
Jg = —pJalf, 9] = pJalg, O = (1 =) J[F D, 9] = (1 = p) Jelg, F), (145)
d-1 dvyd e 146
sl =o' B [ dvidvaloulgr v fevat). A= gl (1460
of© af©
— O 40) (1) £(0) (1) £(0)

3.2.6 Conditions de solubilité

Par construction de la méthode de Chapman-Enskog, les moments de v°, v!, v? avec poids f

sont donnés par ceux avec le poids de I’ordre le plus bas f(?). Par conséquent, les moments

(xlF®) = /R )M =0, W21 () = (v e (148)
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Soit P le projecteur dans le sous-espace engendré par {v°, v, v?} (cf. [12])

d+2

1
Polv) = 2 SO [ av e, (149)
i=1
ou
{?/%(V)} - {1,01V+02,03’02}, (150)
avec ¢;, i = 1,...,3 des constantes définies dans [12]. La condition (148) signifie que
Pf="PfO. (151)
En particulier
e pt, (152)

i.e. f(U est dans le sous-espace orthogonal a P, ce qui se réécrit

Pf(l) =P (szz InT+ B;V;Inn + C,’jvin)
A
C

La condition (153) est donc une conséquence directe de la définition de la méthode de Chapman-
Enskog. On peut montrer que la condition d’existence de A;, B;, et C;; non nuls est (condition de
solubilité, [12])
A
PIB]| =0 (154)
C

En effet, comme P commute avec Or, 9, et J, Papplication de P sur les deux membres du systéme
d’équations (139) livre les relations (154) sous les conditions (153). On vérifie par calcul direct que
les relations (154) sont satisfaites [12].

3.3 Coefficients de transport

La loi linéaire de transport de la chaleur de Fourier est
qi(r,t) = —xV,;T(r,t) — pV;n(r, 1), (155)
et celle de friction de Newton (fluide newtonien)

.Pij(l‘, t) = péij - 277 (A” - Clléijvkuk) - C(Skauk (156)
Kk est le coefficient de conductivité thermique, 71 le coefficient de viscosité de cisaillement, ¢ le
coefficient de viscosité volumique, et x4 un coefficient de transport qui pour le gaz inélastique est non
nul seulement si le coefficient de restitution est strictement inférieur & I'unité (gaz inélastique, [2]).
Finalement A;; = 1/2(V,u; + V,u;). Nous posons a priori g # 0, et concluons ensuite sur la
nullité de p. Pour des gaz dilués, le coefficient de viscosité volumique ¢ est nul [8, 12]. On tire
les coefficients de transport par identification des lois phénoménologiques macroscopiques et des

expressions microscopiques de Pj; et g;.
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3.3.1 Equations intégrales
3.3.1.1 Pression De'Eq. (41)

n

Py=7%

V2
61’]‘ + /]Rd dv f(I‘,V;t)Dij(V), DZJ(V) =m (V;V} — dém) y (157)

d’ou

Pl = 0+/Rd dv Dy (V) fO = /}Rd Av Dy (V) | Ax(V)Vi InT + B, Vj 1nn+ckl(V)vkul}. (158)

A nouveau, nous réalisons dans la suite le développement de A, By, et Cp; en polynomes de
Sonine. Nous obtiendrons en particulier au premier ordre non nul Ay ~ Si(V), By ~ Sk(V), et
Cii ~ Dy (V). Donc les propriétés de symétrie de A et B sont les mémes que celles de S, et celles
de C les mémes que celles de D :

Ar(=V) = —A(V), (159)
Bu(—V) = —Bu(V), (160)
Cu(=V) = Cu(V) (161)

Ainsi comme D;;(V) est une fonction paire de V, tandis que Ay, et By, des fonctions impaires, alors
Pintégration du produit de ces fonctions sur un domaine symétrique est nulle. L’Eq. (158) devient
donc :

P = / v Dy (V)Cra(V) V. (162)
R L
L’identification des Eqs. (156) et (162) méne a [§]

1

- Dy (V)Cij (V). 1
n A= DATD) o dV D;;(V)C;i; (V) (163)
La troisiéme équation de (139) est
—p (O (0) - _ e
p (T0r + €00, ) Cij + (] = p2)Cij = Cuy, (164)

que I'on intégre sur V avec poids —1/(d — 1)(d +2) [, dVD;;(V) pour obtenir

o o (O 4 €

(d—1)(d+2) /Rd aV Dy (V) [-p (' T0rCy; + £0ndnCy5 )|
1

B m R av Dij (V)('] - pQ)Cij

1
= DT eV PHVICY), (169
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1
(d-=1)(d+2) Jga

(163)

B _pgéij)TaT — dVv Dz‘j(V)Cij]

1
e |- VG
P00, |~ iy [, VsG]
(163)
='n
1 / Jua AV D (V)JCij  [nn AV Di; (V)G
— [ avD;(V)C; _p
(d—1)(d+2) Jpa 1Y) [ Jra AV Di;(V)Cij Jra AV Dy (V)Cij
(163) =y
="
1
= —m/m dV D;;(V)Ci;,  (166)
)PP () _ 1 / O
— (-pelT0r — 0, + vy ) DT fo, OV Pa(VICy (167

L’analyse de dépendance fonctionnelle des taux de déclin en les champs hydrodynamiques est la
suivante. On sait déja que &EFO) ~nTV2? et € ~ nTV/2. Quen est-il de n? Le membre de droite de
I’Eq. (167) donne :

/ dV D;;(V)Cy(V) ~ / avv? (O vy =V/VT, dy =dV/T%?
R4 N—— N—— R4 \i-/
~V?2 ~f(0) NTr;L/2f<VT2)
-~ d/2, 2 % 9
YT T f7)
~ nT. (168)

Le membre de gauche de ’'Eq. (164) est proportionnel & f,(g)Tn, c’est-a-dire & nT"/?n. On en conclut
que

nTl/Qn ~nT
BN n ~ nOT/2, (169)
Par conséquent
T8T77 = Ct@Tvaszl/2 = %Ct€T1/2 = %777 (170)
nd,n = 0. (171)

Insérant les Eqs. (170) et (171) dans 'Eq. (167) il vient

1,0 _ 1
(~4pet” 4 v) m = (d—1)(d+2) Jra
1

—  p=— - dV D;;(V)Ci; (V). (172)
(d—1)(d+2) (v, — spef?) Jms

dV D;;(V)Cy;(V)
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En utilisant les définitions de D;;(V) et C;;(V) il vient :

2
dV D;(V)Ci(V) = m [ dV (ViV} — V*% 0 ij(o)) T (ka(0)> dij
R4 R4 d do

m

= m dVv (‘G‘G —-511)

e d

o av(vy - L
d Jp

= fra AV (ViVy6i; — %2 5,56, )aivk(ka(o)) =0

=v2 =d
= [ avwiy, (v

R4 8‘6
:5ijf<°)+wag%\? = 2% (Vi @)

~—
I
|3
o,
<
)
S
—~
Q<
=
(=}
—

= m [ dV ViV;6;; fO +m AV ViViV; e

-~ av o _ = [ av iy,
" 7= Vi

d—1
= m [ av V2O _p dvv2f<0>+m—/ av v2y,
R@ Rd d Bﬂ

=0

d—1 ) o0
- 2 av 217 £O) 42y <o>’
m—; { /Rd aV(VV’)f +VIVO)

i

=0

= _mu/ dv f© i(vjvjvz)
d Jra v,
N————’
=dV2+2V;V;8;;,
=(d+2)V?
(d=1)(d+2)

= —m— /R Av 2O, (173)

Insérant (173) dans (172) il vient
= AV mv2 O, 174
vy — spei) d Jma e )
Or de I'Eq. (52)
1
p O =nkpT == / AV mv?2 O, (175)

que l'on insére dans ’Eq. (174) pour obtenir

P (176)
n=——""—"q"
Up — %pf(T)
Introduisons la viscosité ny du gaz de sphéres dures (p = 0), définie par [13]

_ d+2 T(d/2) VmksT

0 ] pld—D/2 gd—1 ’

(177)
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de méme que la fréquence caractéristique de collision v

0) (175 (d-1)/2 knT
vo= P 8 T i, [RET (178)
70 d+2 T'(d/2) m
alors 'Eq. (176) s’écrit
1
T — (179)
Mo 1/,,7 5 é-T
ou
(0)
(0)* &r
- T 1
T % ’ ( 80)
* Vn
vy = Lk (181)

On remarque que la structure de ’Eq. (179) est formellement identique a celle du gaz inélastique [2].
La différence implicite réside néanmoins dans les grandeurs &EFO ) et v, qui sont définies différemment.

3.3.1.2 Courant de chaleur De I’'Eq. (42)

gi(r.t) = /R AvSi (V) f(r,vit),  Si(V) = (’;W - d;2kBT) v, (182)

d’ou

o = / dvS;(V)fM = [ dvs;(V) [Ak(V)Vk InT + B (V)Vy 1nn+cm(V)Vkuz] (183)
]Rd

Rd

A nouveau, pour des raisons de symétrie comme S;(V) est impair en V et Cy (V) pair, alors
I’intégration correspondante est nulle. Ainsi

gV = / AV S;(V)A,(V)VeInT + / AV S;(V)By(V)Vy Inn. (184)
Rd R4
Lemme 3.1 1
/ 4 §:(V)A(V)VInT = © / dv Sk (V) Ax(V)Vi In T, (185)
R4 R4
Preuve. On a :
/ AV S;(V) Ax(V) Vi In T = ( / dVSi(V)Ak(V)) VelnT. (186)
Rd Rd T/
= Mg o

Par symétrie, si i # k alors I'intégrand de M;; est impair en V donc M, = 0. Ainsi M = Mgk
Par isotropie My, = M Vk, et donc

TTM = dv S (V)AL(V) = dM, (187)
Rd
d’ou )
M = p dv Si (V) AL(V), (188)
IRd

27



et

1
/ dv SZ(V)A;C(V)V;C InT = Mzkbk = Mzkbkézk = Mbkézk = g / dv Sk(V)Ak(V)VZ In T7
R4 R4

(189)
ce qui achéve la preuve. [ |

Ce lemme est aussi applicable a la seconde intégrale de I'Eq. (184). Ainsi cette derniére équation
devient

1 1
V= — [ avS(V)AVI)ViT + — | dv Si(V)Bi(V)Vin, (190)
dT Rd dn R

que l’on identifie avec la loi phénoménologique de Fourier (155) pour obtenir

p o= —diT/IRddvsi(V)Ai(V), (191)
yo= —%/Rddvsi(V)Bi(V). (192)

On constate que pu # 0, mais pour des raisons différentes que dans le cas du gaz inélastique. En effet,
dans ce dernier modéle p # 0 si et seulement si le coefficient de restitution est strictement inférieur
a l'unité. Or dans notre modéle d’annihilation probabiliste, la partie sphéres dures est purement
élastique. Par conséquent, la non-nullité de u est entiérement due & la dynamique d’annihilation.
En effet, comme nous le verrons plus loin (cf. Eq. (235)), dans la limite du gaz de sphéres dures
p—0onapu=0.

La premiére des Eqgs. (139) est

—p (700 + €00, + 36i) Ai + (] — PO A — p3E0B; = 4, (193)

que I'on intégre sur V avec poids —1/d [, dVS;(V) pour obtenir

- é aVS(V) [=p (60 TorAs + €0nonAi + 3l A,
R4
o L avSIIU - - g [ avsiv) [-pies]
d R4 d Rd
_ 2 / dVS;(V)A,(V) (194)
d Jga

— 970, [—1 / av SAV)AZ} —peOnd, [—1 / av &(V)Ai]
d ]Rcl d Rd

a9 . (191)

Tk
_l<0>_1/ , ,_1<o>_l/ , .
p2§T [ pi IPdeVSz(V).Az] p2§n pi IRddVSz(V)Bz
s (192) o
1 f ddVSZ(V)JAZ f ddVSZ(V)Q.AZ
—= [ AV S(V)A4; | B —pR
d /R Si(V)A [ Jra AV Si(V)A; P Jra AV Si(V) A;
(lil)TH e
:J/ dV S;(V)A;(V)  (195)
d Jpa
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1
= —pEy TOr(Tk) = pEPnd(Tk) — &y Tr = p3& nu + Ty = — / AV (V) 4;(V).
Rd

(196)
A nouveau, on peut étudier la dépendance fonctionnelle de x et p dans les champs hydrodynamiques.
Le membre de droite de I'Eq. (196) donne :

/2
/ dV 5;(V) Ai(V)  ~ / avrve 2 F (L) y =T, dy =avyTi,
R4 S—— R4 T/? T

~TVi ~V; f(O)

N d/2 2 M %2
/Rd dyT**TTy gz F(v7)

~ nTZ% (197)

Comme nous savons que £(To) ~nT? et 5&0) ~ nT/2 alors on en déduit :

0Tk ~ nT? = nTV?Th ~ nT? = T3k~ T2 = k~TY? (198)
EOnp ~nT? = nTY?np ~nT? = nTV2p~T? = p~n T2 (199)

Par conséquent :

Tor(Tk) = cteTOp(TTY?) = cteT3T"? = 3Tk, (200)
ndn(Tk) = ctend,T?? =0. (201)

Insérant les Egs. (200) et (201) dans (196) il vient :

1
—p&y §Tr — p3&y Th —p3enpu + Thv, = — / dV S,(V)A,(V)

R4
= 72p£;9>T/<;
1
— (72p§§9)T + TVK) k= 1peOnp — y / dV S;(V)4;(V) (202)
R4
1 1 0 1
= |h= s [~ [ AV Si(V)A(V) | (203)
T (1/,.6 — 2p&y ) R4

Cette derniére expression différe de celle obtenue pour le gaz granulaire par la présence du taux de
déclin 5510) [2]. Dans la limite p — 0 on obtient néanmoins bien les mémes expressions (ou bien en

posant 5&0) =0et p=1, ce qui dans ce dernier cas n’est qu’une analogie formelle car les systémes
décrits sont différents).
Utilisons a présent la seconde des Egs. (139) :

—p (§T0r + €000, +€0) By + (J - p)B; — peiP A; = B, (204)

que I'on intégre sur V avec poids —1/d [, dVS;(V) pour obtenir :

- % / AVS;(V) [fp (§<T°)T6TB,-, + €09, B; + gg‘))zsi)}
R4
-2 /R AVS(V)(T - p)B; /R AVS(V) [-pef Al
- 7% /]R LAVS(V)B(V) (205)
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— —p"10r |5 [ avsivi| -pe0no, |-} [ avsivs)]

Rd

(192) (192)
=" nu ='n

n
— pe® H dvsi(vwz} —pe) H / dvsi(vmi]
R4 R

(122)71“ “iUT,{
1 [0 dVS;(V)JB; [, dVS;(V)QB; 1
—= | avs,v)s; | & —plE :—f/ AVS,(V)B;(V) (2
d/m %i(V)8 [ Jra AVS,(V)B, P [ AVS,(V)B, g ). TVSiV)IBi(V) - (206)
(192) =
02)
—ptW79 —ptOnpg —ptOpy — pe O — AV S;(V)B;(V). (207
= —p&p ' TOr(np) — p&" 10 () — p& np — p&p Tk + npuvy, d Joes i(V)B;i(V). (207)

A nouveau, on peut utiliser la dépendance fonctionnelle dans les champs hydrodynamiques. On
connait toutes les dépendances, mais on peut néanmoins vérifier que ce qui a été trouvé est bien
correct. Le membre de droite de I’'Eq. (207) donne :

/ dV S;(V) B;(V) ~ nT?, (208)
R4 ————

~TV; ~V; (O

car il s’agit de la méme dépendance que pour le cas précédent. Ainsi, comme f(TO )~ nTY? et
e < nTV2 il vient

EOpp ~nT? = 0Ty ~nT? = p~n tT3/2 (209)
0Tk ~nTV? = nTV2Tk ~nT? =k~ T2, (210)

Ce sont bien les mémes résultats que ceux des Eqgs. (198) et (199). On a donc :

TOr(np) = cte TOr(nn~'T%?) = cte nn_lng/2 = 3ny, (211)
nOn(np) = ctend, (nn~1T3/?) = 0. (212)

Insérant les Eqgs. (211) et (212) dans (207) il vient :

1
—p&y” Snp — p€Onp — pe Thi + nyw,, = -3 / LAV Si(V)Bi(V) (213)
R
1

— (WO ) p =0T [ aVSVIB®Y) @)

R
—|pu= ! [pg(o):n; - 1/ av S-(V)B} (215)

- T % 7 -
(o 120 —0) 1 )

A nouveau, dans la limite p — 0 (ou bien formellement avec p = 1 et 57(,,0) = 0) on retrouve
Vexpression du gaz élastique [2].

Les intégrales apparaissant dans les Egs. (203) et (215) peuvent étre simplifiées. Pour ceci, nous
aurons d’abord besoin de la relation suivante. Nous savons que [5, 9]

4 4

T+ 9 T T Ty J e O @10

as =
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Avec f(c) = vl f(v)/n, vr = \/2/Bm, 2 = BmV?/2, dc = (Bm/2)?/2dV, il vient :

R e
- ﬁ (B;”Y;/R AVViF(V) - 1. (218)

Comme dans la méthode de Chapman-Enskog les moments de f sont ceux du premier ordre f(©),
on a finalement :

4oL (Om 21/ AV V4O W) -1 (219)
T dd+2)\ 2 ) n Jpa '
Ainsi, avec
2
Si(V) = m(gv“'—d; kBT), (220)
V; 0 kT 0f© v, AfO7 kT of®
A(V) = 2L =2 (y.fO) 2B — 2t qr@ " _ 291
(V) 28%(ij) T [ T e
il vient
1 1 Vi
— VSi(V)A4 (V) = — V S (V)—=df©
dT Rdd (V) A:(V) dT Rdd Si(V)5df
1 Vi 0f© 1 kpT 0f©
b L AVSV Y —ﬁ/]RddVSz(V)—m e
= 21 Ja AV Si(V)ViV; 2 = — P fa AV Si(V) Oy
= fa AV S (S (VIVVIF 40 =T fa dV 2500 O 10
d 1 o
4 (V) Oy © 9 1g g
5qT RddVSZ(V)f Vi— oo ]Rdde v, [5i(V)ViVj]
=G ViVi 481 (V)V; 835 +8: (V) Vid
kpT 8S;(V)
oB- dv FO 221 1)
arm Jo YV o
d 1 dS;(V)
- @ (VYO Oy 92
2dT RddVSZ(V)f Vi~ 3ar Rddvf ViV av;
1 d
L 0)g. 4 0)g. :
s VIOV = g5 [ avOs vy,
kpT 8S;(V)
o8- dqv FO 221 1)
TaTm f v,
1 1 dS;(V)
= —— | avfOgs(v i——/ av fOyvy, =
2dT/Rd JUSVV 2dT JRa / 7oV,
kpT 8S;(V)
== | av O 222
Avec
dSi(V) m_, d+2 m 0
av] ](QV 5 B +V28V}Vka
=2V 0k,
d+2
= by (21/2—; kBT>+mV;-Vj, (223)
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98i(V)

oV

VM(

m_ o, d+2 m 0

vz knT i

5V g "B )+V’2 aViV’“V’“

=2V 0;
d+2

My2_ 2% kBT)+mV2

2 2

d+2 , d(d+2)

V2 _ kpT

2 2 B4,
me_. o d+2 m_ .4 d+2 2
My2 _ ) ="yt T
v . k3> v —knTV?,

d+2
ViVisy (”;v2 - kBT>+mvivjV1;Vj
d+2

%vt;; kpTV? + mV*
3, d+2 ,
SVt = LTS Ty,
2mV B B \%4
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Ainsi ’'Eq. (222) devient

1
— (V) A
a7 o dV S;(V)A;(V)

1 m d+2 3 d+2
— O - v ——ZkTV? — SVt 4 —ZkpTV?
2dt e VY [ T g Ty e
2kpT d+2 2kpT d(d + 2
G 2kpT A2, 2kpTd(d+ )kBT]

m 2 m

1 1

VO [—2mV + — [ aV fO [2(d +2)kpTV?

aat Jo, VI 2mVE] 4 oo | AV [20d+ 2)ks TV

1 (kpT)?

— [ av O |—d(d+2)——L

m d+2
—— [ av VO 4 g / av 2o

dT R4 f + d B R4 f

d+2 (kpT)?

dv f(O)

2T m R

mdd+2) [ 2\’ 4 pm\? 1 4 £(0)
T 4 (m) ”[d<d+2> (2) VS

(219)
="a

2

2 2 (kgT)?
_|_d+ kB/ dVVQf(O)_diwi)/ av §©
R4 R4

d 2T m

m n 1 d+2
- — (2 2
de(d+2)ﬁ2m2 2[ az+2] +

_d+2 (kpT)?
2T m R

kg / dv V2O
]Rd'

de(O)

=n car (c0)=1

d+2n
2 2By 92"
5 mp P2t s

d+2 Bm —d/2 5 ( fm -1 )
S [Lae() () e

vT=\:/2/5m% f]Rd dcczf(o)(c)
—_———

=(c2)=d/2

d+2nkp

_w@[ga +2]_d+2nk33 d+2, 2nd
2 mB 7 2 mpB d "PBm2
_ d+2 nkp
- 2 mp3
d+2nkp
—— 2 1]. 227
5 mﬂ[a2+] (227)

Dans la littérature, on note parfois ¢* = 2as. Pour d = 3 on retrouve bien le résultat de la littéra-
ture [2]. Le méme type de calcul avec

Bi(V) = =V f - e (228)
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donne

1
— dV S;(V)B;(V
o | AV SVIBY)

(224)
(225)

1 1 kgT af©)
—— [ AV S,(V)V O - 222 / dvs;(V

dn JRa (V)Vif dn m R ( )8\/2»

— fpa dVEF O 45, V)|
=0 —

1 2
—— [ av @ {mv‘* a+2, TVQ}

dn R4 2

1 kgT d+2 d(d+2

B AV FO [t 2y (d+ )k:BT
dn m JRa 2 2

Td+2
- dVTV4f(0>+—ikB/ av fOy2
2 n d R4

Tk d+?2 1 kpT d(d+2)

—Em—= ] avyOy2_ 2= k T/ av f©
+ndmm 2 /]Rd f dn m 2 B R /

Td+2 m
- dv v %k / dv =2 £
an R f + d B Rd 2 f

2n

Bm

vl

- TkET(d+2)

av f©
n 2m Rd

m_d(d 2 4 (pm\’1 44(0)
= L —1+41
 2dn 4 ( m) { ( 2 ) n Rddvv f *

=as

Td+2 dn kgn T
— kp—— d+2
d "PBm  2m 5( U
d+2 1 1 d+2 1 d+2 1
= St [2a,+2 2 —
2 Fma Pt At 2 Bm
d +2 1
_ 229
= (229)
Ainsi, en résumé, des Eqgs. (203), (215), (227), et (229) nous obtenons :
1 1 n d +2 nkB :|
- = |Zpe0Z ZrT2B iy
K P as +1 230
1 [ T  d+2 1 ]
no= D K+ ———=—2aq| . (231)
B T
A nouveau, pour d = 3 on retrouve le résultat de la littérature [2].
Introduisons la conductivité thermique k¢ du gaz de sphéres dures p = 0, définie par [13]
d(d+2) kp p 0)
— B =2 =nkgT 232
Ko Q(dfl)mno’ Mo o ) p nrpd, ( )
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et définissons les grandeurs v = v, /vy, Vi = vy /vo, & ©O)x _ fTO)/z/ 0, €O = (0)/1/0, alors :

. onu n2(d—1)m vy 1 o T d+2 1
bo o nddohm o pe0 Ty @t Ly,
Tro Td(d+2) b pO ), — 3pc@ _ pcl0) 1 Bm

—
= :
+
>
ol
o
3
G
G
*
=

2 2d-1)m 1 d kg p©

= p 14
— 3pels (0)x _ 57(10)* [ d(d+2) kg p(0) 2d—=1) m vy 0T
n2d-m 1 d+2kpT°
Tdld+2) kgnkgT 4 m °
1

; [ e ]
= + —2as ]|, (233)
20 — 3pe)" — 2pe)” Ko 2d
. . K 2d-1) m 1y 1 1 . on d+2nkpg
K= "o d(d+2)kBp(o)yK—2p§§9) [2p€n TM"‘ D) mﬁ(a2+ )

_ 1 { 12(d—1 ﬁid(“?)@lﬂm (o) 1L
V,ﬁ—?pf(TO) 2d(d+2) kgp@2(d—1)m vo " Tko

d+2nkp 2d-1)m 1
kT — 2 1
2 m P dd+2) b T 202 T 1)
1 1 n d—1
- L0y T
- | Lpeor it 2 L, >] (234)
V:: _ 2p§,§9) |:2 TFEO d

Résumons ce que 'on a obtenu :

" " 1
o= = g
Mo vy — Lpel
. K 1 1 v . d—1
K = — = N ON {2]957(10) o+ T(Qaz + 1)} )
ko vy —2p&y
. nu 2 [ (0)%
To — 3pe — 2pg) 2d
0 0
l/* j— ﬁ y*:l/i y*:& (0)*:£ 6(0*: ()
n VO ) K VO ) " VO bl T VO bl Z/O bl
~d(d+2) kg _pO ©) _ ~d+2 I(d/2) VmkpT
Ko = 2d—1) m — o, o = o p = nkpT, 0= T /2 gd-1
L Jra AVS:(V)(J — pQ)A; L Jra AVSi(V)(J — pQ)B;
" f]Rd dVSl(V).Al ’ . fRd dvs; (V)Bz ’
y fIRd dVDZJ (V)(J — pQ)Cij
! Jra AV Di;(V)Cij

(235)
A nouveau, on peut constater que dans la limite p — 0 on retrouve les résultats connus du cas
élastique (ou bien avec Panalogie formelle p = 1 et & = 0) et ceci aussi bien en 3 dimensions [2]
qu’en dimension arbitraire [14]. En particulier, nous avions discuté le fait que la non-nullité de
dans notre théorie était entiérement due a la dynamique d’annihilation. Nous vérifions ainsi, comme
az(p = 0) =0 (cf. Eq. (241)), que dans la limite du gaz élastique p*(p = 0) = 0, ce qui confirme notre
interprétation. L’évaluation des relations pour v, v, et v, fait intervenir des relations intégrales
qu’il n’est pas possible de calculer sans approximation supplémentaire.
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3.3.2 Développement en polynémes de Sonine : taux de déclin a ’ordre 0

Pour poursuivre, il est nécessaire de disposer de I'expression explicite pour f(©) permettant de

calculer les taux de déclin §(TO ) et 57(10) ainsi que v, v, et v,. Dans le contexte du développement
de Sonine & l'ordre as, nous avons trouvé [15] :

FOl) = M(e)[1+asS:(c?)], (236)
1 -
M(C) = meic 5 (237)
So(x) = %zzfd;2x+d(d;2), (238)
c = ¥ (239)
v
o= = (240)
B 3-2V2
2 = 84d+6—\/§+1*71”8\/§(d—1)’ (241)
fOv) = 0. (242)
U
On adonc 1% 1V4 d+2V2  dd+2)
O () = " Y 2y -
o= (E) [om Bt -2 )]

Ceci permet de calculer les taux de déclin, en négligeant les termes non linéaires en ay. Pour cela,
on aura besoin du résultat suivant (déja établi dans [5]).

Lemme 3.2 Soit

Mo, = de1pdCeci2/2e= 2 cn, cop, (244)
R24
1 d+2
My, = / dcy2dC e’c§2/2e’2c2c7f20p {1 + a2{04 + Ec‘ﬁ + 72—2 Cchz
]R2d
d+2 d(d+2
—(d+2)C? - I 3y + ( 1 )}] (245)
alors
T[(d+n)/2]T[(d +p)/2]
M? = gdgnr)/2 246
wo =T T(d/2)? ’ (246)
T = 1 (a4 ) — 2d(n 4 ) + 2np(d +2)] (247)
np
Preuve. pour calculer ces intégrales, on utilise la relation générale
n, —ar ﬂ—d/2 r [(d + TL)/Q}
/Rd dx |x|"e = @ Td)2) (248)
Ainsi :
Mgp = / dcqa 6?2670?2/2 / dC CPe—2¢”
Rd R
_ xd/2 T[(d+n)/2] __xd/2  r[(d+p)/2]
NOGRERE = 3@t /z T Td/2)
_ dg(n-p)/2 U'[(d+n)/2]T[(d+p)/2] . (249)
I'(d/2)?
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Donc :

d+2
an = Mgp + a2 (Mn p+4 + 16M2+47p + M2+2 p+2 (d + 2) n p+2

2d
_d+2
4

d(d+2)
4

M+ M), (250)

avec

d+n+2d+2
M, = MSPT724/2 = (d

Mgpd+"22/2d+p272/2 _ n)(d—"_p)M??pv
2 2 4 (251)

n)(d+n+2)M?

np’

0
Mn+2,p+2
cl—|—7n22/2

2

d+p,_ d+p
0 _ 0 2/2 _ 0
Mo = Mp,—=27% My

Les Egs. (251) dans (250) donne

0 _ 0
Mn+27p - an

My, 1+a,|dtR)drp+2)  (dtn)(dtnt2) d+2(d+n)(d+p)
M), 2 16 16 2d 4

d+p d+2 d(d+2)]

4 )

~(d+2) P = T (d ) +

1+16d{d(d+p)(d+p+2)+d(d+n)(d+n+2)+2d(d+2)(d+n)(d+p)

—4d(d + 2)(d + p) — 4d(d + 2)(d + p) — 4d(d + 2)(d + n) + 4d*(d + 2)}

14 @ [d(n® + p*) — 2d(n + p) + 2np(d + 2)] , (252)

ce qui est bien le résultat cherché et par conséquent achéve la preuve. ]

3.3.2.1 Taux de déclin de densité f,(LO)

(0)
1 1
©« _ Sn__ ©, @
n W tn [f o }
1
_ 1 4 18 dV1dV, |V — Vo | fO (V) FO(Vy)
(O)n R2d
1
— Mo 2 d- 161” / dVidV, |V — V2|ev/”Te_V22/”T><
p(o)n
1V d+2d+2VE  d(d+2)
X |1+ as 20E T T 9 2 2 8 .
T T
1V d+2d+2VE  d(d+2)
[lJraz{Z VD 92 g 8 ' (253)
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Soit C1 = Vl/UT, Co = Vg/’UT, dC]_dC2 = dV]_dVQ/U%d, alors :

2
O — ﬂl d—lﬁl Qd/ deid — —cf—ch o
&n p(O)nU de%d”T - cidey vr|cr — cale
1 d+2 d(d+2) 1 dio d(d+2)
[ {pet - SR SR e {3a-Sa 55
"o 1 d*161 n’ 2d/ 22
= L0 Y deid — 17C2
p0) p d ,U%dUT o cidcyvr|cr — cale %
<[rra{fetre - v + LD o). o5

Pour calculer cette intégrale, il est nécessaire de passer dans les coordonnées du “centre de masse”
et de la vitesse relative :

Ci2 = €1 —C2 ci = C+icp
= (255)
C = %(Cl + 02) Cy = C — %C12
dCldCQ = JdclgdC (256)
_ Oc, €12 OcyCi2)| g —1g\| _
J = ’det ( ac1C 8020 = det %]].d %]]_d =1. (257)
On a aussi :
1
c24ci = ... =207+ §C§2’ (258)
1
ci+cy = =2C* + gc‘ﬁ + C%c2, +2(C - c12)2. (259)

On peut simplifier le terme C - c;5 grace a l'isotropie. En effet, si en général x, y € R? et que I’on
intégre (x - y)? sur x et y avec poids symétrique sur un domaine symétrique, alors :

d d
(x-y)? = Z T 5YiY;0i5 + Z 2 yiy; (1 — 0i5)

ij=1 ij=1

moments impairs :
contribution nulle

d
_ 2.2
= § T;Y;
i=1

isotropi 1
S0 :Op e Z ngg Z y]g
i=1 j=1
= lx2y2. (260)
d

Les égalités ci-dessus sont valables s’il y a intégration sur x et y. On a donc (C - ¢12)? = C%c2,/d,
et I'Eq. (259) devient :
1 d+2

ch+cy=20"+ gC?Q + 702052. (261)
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Insérant les Eqgs. (255), (257), (258), et (261) dans (254) il vient :

57(?)* = z%ad_I%an /RM dCdc;s \012|e_202e_032/2 [1 + a2{04 %60‘112 + dzidQCchz
—(d+2)C* - d Z 2c§2 + d<d: 2) H
= Z% dil%nUTMw
(247) 2%0‘1_1 %mTM?O 1+ % {d(1+0) - 2d(1+0) + 0}
- ]% d—1%n MY, {1 3122@}

8 gld=1)/2 gd-1 dekBTa F[(d—kl)/

d+2 T(d/2) ymkgT 1 1, zl=b/2 n /2kBTﬂ.d21/2 y
2] m

d+2 1
O —_ZT2(1_ —9

3.3.2.2 Taux de déclin de I’énergie 559) De facon similaire

(0)
s _ & _ 11 m [ © 12 (0)} 11 [ © (0)}
T I I/onkBwa oV I/onw ot
=0
9 m 4 AV1dVs, [V — Vo | fO (V) V2FO (V) — ¢+
= O nkpTd’ 51/1[{% 1d V2 [V = Vo f(V )V (Vo) = &
W m a1 / AV1dV; [V — Ve Vi Ve Ve /vr 2
= —= —7— — Ve e
p(o) TL]CBTdO- lv%d 7T'd R2d ! 2 ! 2 !
V2 V3
<[rvas ()] [rros ()] -
v v
T T
(0) 2 1
n m d—15 " 2d 2 2 —c2-c2
= WnkBTda ,Blr%dﬁ /de dCldCQ’UT UT|C1 —C2|’UT616 2 X

x [1+ag {Sa(c?) + Sa(c2)}] — €9 + O(a3). (264)

A nouveau, on passe dans les coordonnées du centre de masse, avec :

2 1
ci = (C+jec2) =C*+ 10%2 +2(C - c12),

39

(265)



or comme (C - ¢12) engendre des moments impairs, la contribution de ce terme sera nulle. Ainsi :

(0) 1
O« _ - ™Mm  d-1g ™ 2, + 3\ .—20% —c3,/2
fT p(o) nk:BTd 51 UT/]R dcq12dC (|C12|C +4|612| >e e "12/° %
1 d+2 d+2 d(d + 2 .
x[1+a2{C4 16c‘{2+ g Ol — [d+2)C° — — ety + (4 )H—gﬁo)
= ﬂ m d-13 LIPS +1M, — (o)
= p(O)nkBTd 17'l'd T 12 4 30 n
(0)
_ . m  a-1g M8 B
= O eTd’ Blﬂ_dvT{Mlz{l-l-l&i (d(1+4) 2d(1+2)+4(d+2))}
=3d+8
+- M30 1+ 22 (A9 +0) —2d(3+0) +0) | — €0
16d "

=3d

_ d+2T(d)2) VmksT 1 m gy w92 n (kT 3/2X
B 8 qld=1/2 gd=1 nkpT kpTd I[(d+1)/2] =4 m

L[(d+1)/2]T[(d +2)/2]
do(1-2)/2 14
X [W T(d/2)2 {1+ 0+ 9)}
| ooy Ll(d+3)/2]T(d/2) o
Zrd9 14+ 2 —
T T(d/2)2 {1+ 16d3d} &n
d+2 [  3d+8 3d 3 d+2 2
= ¢ 1 L N > S
8d [CH TR T R T ] 8 {2 16“2]’
(0)*7d+2 8d+ 11
= {7 = 84 {1 + 2as 3 (266)

Les deux taux 5,(?)* et 559 * n’ont pas d’équivalent dans la littérature, ce qui aurait permis une
vérification dans certains cas limites.

3.3.3 Développement en polynémes de Sonine : distribution f()

Ayant les taux de déclin, il reste & évaluer les fonctions vy, v
analytiquement en toute généralité car A;, B;, et C;;, définissant f 1), sont des fonctions inconnues.
On développe ainsi ces derniéres fonctions en polyndmes de Sonine, ne gardant que le premier terme
de contribution non nulle.

Si on définit les polynémes de Sonine généralisés par [10]

; et v,. Cecli ne peut étre réalisé

n

(n) _ (n—|— l)!
i) = k;(_x)k EICE (267)

alors S(V) = —Sé}Q(VQ/v%)Vl/ﬁ, et D(V) = mSé%(VV — V?2/d). 1l est d’usage de développer
Aj;, B;, et Ci; dans les polynomes de Sonine, et de ne garder que la premiére contribution non nulle.
Cette approximation livre néanmoins d’excellents résultats [2, 12]. A titre d’illustration, prenons
I'exemple de A. Plus précisément, on réalise un développement de A dans la base de fonctions

propres de 'opérateur de collision linéaire L. (défini par ’Eq. (289)) :

V)Y aiSs)(VAV, (268)

i>0
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avec a; la projection de A sur la i-éme fonction propre. Les fonctions propres sont [10]
Yrim (V) ~ VIS[E) 5 (V2). (269)

Ces fonctions sont orthogonales (orthonormales) dans L?(IR¢, M(V)dV). La condition selon laquelle
les moments de f sont données par ceux de f(© implique f() € Pt ie. P.A = 0. Ainsi comme
I’Eq, (268) est antisymétrique en V, on voit de la forme de l'opérateur de projection (149) que la
condition P.A = 0 s’écrit

AVVDV)= [ dVVM(V)AV)-VInT =0
R4 Rd
— / AV VM(V)A(V) = 0
R4
(268) () (12 (0)
= Zaz/ AV M(V)Sgh(VAV-V =0, S =1

3/2
>0

— Zal AV MV V)S§(VHVSEL(VA)V =0

3/2
>0
O] ©) v/
<S$/2V|S392 >L2(1Rd,M(v)dV) ~di0
— ag = 0. (270)
Donc le premier coefficient non nul est a1, c’est-a-dire

V)Y aiS,(vHV (271)
i>1

La troncation au premier ordre donne A(V) = a1 M(V)S(V). Remarquons que ce résultat est in-
dépendant de la forme des opérateurs de collision, et par conséquent, reste valide pour I’annihilation.
Le premier ordre non nul du développement de A;, B;, et C;; dans les polyndomes de Sonine est ainsi
donné par [2, 10, 12]

AV) = aM(V)S(V), (272)
B(V) = bM(V)S(V), (273)
C(V) = coM(V)D(V). (274)

3.3.4 Développement en polynéomes de Sonine : coefficients de transport

Utilisant (272) a (274) dans (235) il vient

. 1 JradVDi;(V)J [MDy] 1 Jga dVDy;(V)Q[MDyy]
"l s VD, (VMDD (V) Py VD, (VIMVID (V) 2T
. 1 [ AVS(V)J [MS] 1 [y dVSi(V)Q[MS]
T U Je VS (VIMV)SI(V) P [ AVS(V)M(V)S, (V) (276)
vio— 1 Jra AVSi(V)J [MS] _ pi Jga AVSi(V)Q [MS]] o (277)

Yo [ra AVS;(VIM(V)Si(V) "1y [ra dVS;(VIM(V)S; (V) 7

Tous les dénominateurs peuvent étre calculés explicitement facilement. En effet :

d+2 2
/ AV S (V)Si (V)M(V) = / av (7;11/2 + kBT> VViM(V), (278)
R4 R
avec M(V) exprimé dans le régime d’échelle :
n n 1 _.2 n 1  _y22
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(279) dans (278) donne :

~on 1 m?_, (d+2)? 1 d4+21_ 5\ 2 —v22
(280)

qui avec le changement de variables ¢ = V /vy, dV = U%dc, devient :

2
_ _ _n m? 4 ¢ (d+2)? . d+21 Y 2
/}Rdd\/’ S;(V)Siy(VIM(V) = gy /]Rddc (4 v + 1 ﬁ2 TC — M ,6 e

2 2
_oon [mf g (d+2)°1 , d+21 ,
= m |:4UTIG + T@UTIQ - mT BUTI4 ; (281)
ou
I :/ dece—¢ — Wd/2w (282)
" Jga I'(d/2)

(282) dans (281) donne :

/ AV S{(V)Si(VIM(V) = 2 {m - 6 a2l [(d+6)/2] (@+27°1 5 45T [(d+2)/2]
Rd

ey Td2) 4 2T T TR
md 21 47rd/2F[(d+4)/2]]
2 B T(d/2)

- m? d+4d+2d (d+2)*1 (2 \d
‘”[4%) 2 2 20 4 a(m)
2

_d+21 /02 d+2d
2 B ﬂm 2 2
nd [1 (d+2)? (d+2)
= —— |-(d+2)(d+4
i |3 2 )+ 2
dd+2) n
- B 2
> P (283)
Si d = 3 on a bien le préfacteur 15/2, le méme que dans [2]. L’autre dénominateur est :
AV D (V)Dy(VIM(YV) = [ avm? (viv; - 2v2s,) (viv, - Lves, ) 2L evind
e ii(V)Dii(VIM(V) = o m Vit ij iy v @me ’
(284)
qui avec le changement de variables ¢ = V /o, dV = dec devient :
n 2 4 1 o2
dV D;;(V)D;;( VIM(V) = 73 m vT dc(cicjcicj 7€ 26,(3]5”4— c 6”(5”)
R4 m R — — ~——
=c? =c2 =d
_ 24 424, 1\ e
= wd/zmvT/Rddc (c ¢ +dc>e
2
o on L 2)\d-1 e
= g™ (3m) 4 IPdecce
. on 4 d—17Td/2 [(d+4)/2]
SR d I(d/2)
(d+2)(d—-1)
1 (285)

A nouveau, pour d = 3 on a le préfacteur 10 qui est le méme que celui de [2]. Les Eqgs. (285) et (283)
dans (275) & (277) donnent :
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il I
o D D] — D (V)Q MDD
Yn (d+2)(d— Dnvo | Jpra dV D;;(V)J [MDy;] —p d dV D;;(V)Q[MDy;] |,
Ly _2m5 [ v (V)J [MS] / AV S:(V)Q[MS;]
Ve =V, = i i — i il -
Bk d(d+ 2)nvy | JRre P Rd
(286)
Il reste & calculer les numérateurs. Pour ceci, on se souvient que
Jg = —pJalf 9] = pJalg, fO1 = (1= p)J[f O, 9] = (1 = p)Jclg, FO]
= pLag+ (1 —p)Ley, (287)
ou on a définit les opérateurs L, et L. par :
Lag = _Ja[f(0)7g] _Ja[g7f(0)]
9
D o5 [ avatvial ot i) v t) + 7O (v gl vait)] (288)
Lg = —Jlf?.g] = Jlg, fV]

® dl/ dVQ/dO'GO' viz)( leg)(blfl)x
Rd

X [g(rl,vl;t)f( (va;t) + f(o)(Vl;t)g(rth;t)} , (289)

avec 81 donné par I’Eq. (10). L’opérateur de collision linéaire des sphéres dures L. a été étudié dans
la littérature. Ce qu'il est nécessaire de calculer sont les intégrales (les numérateurs des Eqs. (286)) :

(287)

Rd Rd R

(287)

/ AV §,(V)J [MD;;] % p/ AV S5(V)La [MSi] + (1 fp)/ AV S,(V)L. [MSi].  (291)
Rd R4 R4
Pour réaliser les calculs des termes en L, et L., nous aurons besoin des deux lemmes suivants.

Lemme 3.3 Soit X et Y deux fonctions quelconques, alors

/ dV1Y(V1)La [MX] = O'd7161 / dVldVQ |V12|f(0)(V1)M(V2)X(V2) [Y(Vl) + Y(VQ)] . (292)
R4 R2d

Preuve. utilisant la définition (288) :
/ dV1Y(V1)La [MX] = Ud71ﬂ1 / dVldVQ ‘V12|Y(V1) X
Rd R2d
< MK @) FOw2) + £ (v M(v2) X (v2)]
= O'd_lﬁl/ ddV1dV2 ‘V12|Y(V1)M(V1)X(V1)f(0)(VQ)
RQ

+O'd_161 / dVldVQ |V12|Y(V1)f(0) (Vl)M(Vg)X(Vg). (293)
R24
Dans la premiére intégrale, on change les notations selon vi; — va, vo — vy, donc :

/R MY ()L MX] = ot /R v Vsl Y (v M(v2) X (v2) f O (1)
+Ud_1ﬁ1/ dvidvy |[vio]Y (v1) f @ (vi) M(ve) X (v2)
R2d

= o 1p / dvidvs [viz| fO (vi) M(v2) X (v2) [Y (v1) + Y (v2)]
R2d
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ce qui est le résultat cherché. |

Lemme 3.4 Soit X et Y deux fonctions quelconques, alors :

/ dv,Y (vi)L. [MX] = —o971 / dvidvy fO(vi)M(va) X (va) x
R4 R2d

X /d& 0(8’ . vu)(& . Vlg)(b - ].) [Y(Vl) + Y(Vg)} . (294)

Preuve. utilisant la définition (289) :

dV1Y(V1)LC [MX] = —O’d71 dVldVQ /da' 0(6’ . Vlg)(a' . V12)Y(V1)(b71 — 1) X
R4 R2d

x [ME)X (1) FO(va) + FO (V1) M(v2) X (v2)

= —g¢1 dvlva/dE'Q(& . v12)(& . V12)Y(V1)b_1 X
de
x [MEDX () FOv2) + FO v Mv2) X (v2)]
—I-O'd_l ‘/[R?d dvldV2/d3'6(6' . Vlg)(a' . V12)Y(V1) X
x {M(Vl)X(Vl)f(o)(Vz) + f(o)(Vl)M(VZ)X(W)} - (295)

Dans la premiére intégrale, on fait le changement de variables

vi = b'vi = vi—(vi2-0)0, (296)
vl = b lvy = vo+ (via- )5 (297)
L’intégration sur I’angle solide n’est pas modifiée, et :
dvidvy = Jdvidva, (298)
~2 ~2
J det ((1 ;;’ldﬂd a f;l;)]ld)‘ = |det (fd ]Bd)‘ = 1. (299)
L’effet de ce changement de variables sur vio est :
b lvia = vig — 2(vi - 5)7, (300)
donc
G-b iy =6-viy—2(vip-5)6° = —6 - Via. (301)

Ainsi 'Eq. (295) devient (en sachant que b=*A(v;) = A(b~'v;) pour i = 1,2 et toute fonction A) :
/Rd dviY(vi)L. [MX] = —o! /de dv;dvg/dao(—a-vm)(—a-vlz)y(bv’l) X
X [MEVDX V)OO W) + FOVHMVEX (v)]
ot [ avidvs [40@ - via) @ via)V ()

x [ME)X 1) O (v2) + O (v M(v2) X (v2)] - (302)
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Dans la premiére intégrale, on fait le changement de variables v| — vy, v, — v, donc :

/ dV1Y(V1)LC [MX] =
Rri

fadfl/ dvldv2/da‘9(3'vlz)(3"’12) X
R2d

x {M(Vl)X(Vl)f(O)(Vz) + fO(V)M(v2) X (v2)| (b= 1)Y (v1)

—O'di1 dvlva/d& 9(1/7\' . Vlg)(a' . Vlg) X

R2d
XMV)X (V1) O (v2)(b— 1Y (v1)
7O'd71/ dVldVQ/da' 6(& . Vlg)(a' . V12) X
R2d

< M(v2)X (v2) fO (v1)(b = DY (v1).

Soit le changement de variables vi — va, vo — v dans la premiére intégrale, alors :

/ dV1Y(V1)LC [MX] =
Rri

—gd1 /RZd dvlva/da' (=6 - vi2)(—F - via) X
X M(v2) X (va) fO(vi) (b= 1)Y (v2)
—gd1 /R?d dv1dv2/d& 0(c - vi2)(F - vi2) X
xM(v2) X (va) fO (vi) (b= 1)Y (v1),
= gt /RM dvidvy fO (vi)M(va) X (va) x

« /d&&(?rvm)(&

ce qui est le résultat cherché.

3.3.4.1 Calculde L, avec X =Y = 5,(V) : v, v},
On doit calculer la grandeur

vi2)(b = 1) [Y(v1) + Y (v2)],

(303)

/ dvi Y (vi) L MX] %2
Rd

lemme

o 1B, / dvidvy [via|f©O (vi)M(va) [Y (v1) + Y (v2)]
R2d

= O'dilﬂlf dVldVQ |V12|f(0) (Vl)M(Vg) X
R2d
x [Si(v2)Si(v1) + Si(v2)Si(va)], (304)

avec
n A\ V2 n 1 —V2/y2 V2
o = o (5) [ ()] < e s ()] o
n 1 _V2 /2
M(V2) i Va/vr (306)
m d+21
5:(V) (2 2 26) v, (307)
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Ainsi ’Eq. (304) devient

1 1
/ dvy Si(V1)La[MS;] = 0715 / Av1dvs [vi| oy —me VI D eV v
R4 R2d UT ™ ’UT o

V2 m d+21 m d+21
<freas ()] (57 -575) (542 -575) vioe

m d+21\°
+ <2V22 - 26) Vgivm]. (308)

Soit le changement de variables ¢; = V;/vr, de = dV /v, alors

2
/d dV1 Sz(Vl)La[MSl] = O'd_lﬁl%/ , dCldCQ 1}T|C12|e_cf_cg [1 + CLQSQ(C?)] X
R R2
m d+21 m d+21
X |: <2'U%C% — 2ﬁ) <2'U%Cg - 26) U%(Cl . CQ)
2
m d+21
+ (QU%C% — 25) v%cg]

2
7B v /Rad deides [erale™ 1% [1+ Acf + Be} + D] x

x [(BEc} + F)(Ec3 + F)cy - ¢ + (Bcj + F)*c3],  (309)

avec
1
A = sa, (310)
2
B = —d; as, (311)
d(d+ 2 d
= %GQ = 71B, (312)
E — %1@, (313)
d+21 B
F = ———2-_-"F 314
5= B (314)
o d+21  d+2m 2 d+2 B
m m
F=--tf___ 220 2 _ T2 _ZF 1
2 3 2 2 mB 2 2T7 4, (315)
~—
:’U% :B/ag =F
Ainsi
2
/ dV1 Sz(Vl)La[MSZ] :Jdilﬂlnfd U%EQ / dCldCQ |C12|€70%70§H(C1,C2), (316)
R4 T N~~~ JR2d
_m2 7
— 4 'r
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ou

d B B
H(Cl,CQ) = (1+AC%+BC?—4B> (C§+a,2> |:(C%—|—a2> C1~C2+(C§+a

cg]

B\? d d
(i) (gm)ee (1 §B) e s 2 (1§
3
+ 2
2

%(1—%3)—}-(1—@3)024-—20? =cfer- C2+*C1 C2+Cz+£C2

= :Z<1—ZB>c%(c1~C2)+<£)2<1—ZB)( )+B<1—

B> e
i)

d B d B? B? B3
+ ( — 4B> ;2 <1 - 43) Cg gC%(Cl CQ) + %(Cl 02) + ?261 2 + a2 %C%
A AB A B?
+a—20?(cl -Cg) + Ub—%c‘f(c1 - Cg) + a—zc‘fc‘é + E cic2 + Belci(cy - co) + acfcg(cl c2)
B2 AB AB
+Bc3cS + —0162 + Accs(cy - ep) + afc‘fcg(cl co) + Acics + aicilcg
az 2
B d B? B d B d
= —(1--B+—)c(c:- ~)(1-=B - 2= (1--B|c
2 (-t B v (2] (- 21 02220
B\? d d_ B B
+ <a2> <14B> C§+ <14B+a2> C?C%(Cl 'CQ)‘F; 1-— 4B> Cg(C1 'CQ)
d B? A B? B3 AB
+ (1 - 4B> &S+ . (1 + az) ci(cr-ca) + 2—0102 + a—c%c% + 720?((:1 - Cg)
AB AB? A
+2— e+ 2 cic2+ B ( ) cici(ci - cy)
2
+B0102 + Ac8ci(cy - ca) + AcicS. (317)

Passage dans les coordonnées relatives et du centre de masse :

Cl2 = €1 —C3 } {C1 = C+1 5C12
)

1
C = 5(01+CQ Coy = C— C127

avec jacobien unité dcidcy = dc12dC. Ainsi :

cr-cg = C°— 41104112,
Ci = O2+ 1012i(C'C12),
c;ll = (C*+13) +(C c12)? £2(C 1) (CP + 1chy)
Cg = (C*+ icfg)?) +3(C-c12)? (C* + 1¢f,) £ (C - c12) {3 (C*+ icé)
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Ceci permet de calculer les différents termes de 'Eq. (317).

C;(C1 c2) = [ + 612 (C- Clg)] (Cz—%cfg), (323)
Ed(cr o) = [ (€2 +1c2,) (c.c12)2] (C2—1e3,), (324)
clerea) = [(C2+1c)" +(Cren) +2Cen)(C? +3ch)| (C2 - 1y),  (325)
At = (C*+1ck) [(C2+ic?z)Q+(C-C12)2$Q(C~C12)(02+%C%2)}
£(C - c12)(C? + 1¢1,)* £ (C - e12)® — 2(C - €12)*(C? + 1¢1,), (326)
e = (C?+ %0%2)2 —(C-c12)?, (327)
Sler-e) = (C2—1ek) [(C?+4eh)" +3(C - e12)? (€2 + L)
H(Ce2) {3(C7 + 2eh)’ + (C e} ], (328)
et = (CP+13) +(Cci) —2(C-c1)® (C2+ 1), (329)
dcdler-ea) = (2= 1) [(C2+4eh)" = (C-12)*(C? + Lcy)
H(C - e)(C* 4+ 5 — (Cre)’],  (330)
d = (€7 +4ch) F2AC ) + feh)?
£2(C-c12)(C? + 1cty) — (C-er2)*,  (331)
cicg(ci ) = (C%— jciy) [(CQJF 163,)" +2(C - en) (C + 1edy)?
—2(C - e12)}(C? + 12 — (C- c12)4], (332)
ady = (C2 + %0%2)5 —(Ce2)(C? + iC%2)4 —2(C-c12) (02 + icﬂ)g

+2(C - €12)*(C? + 1c1)? + (C - e12)* (C? + 1cd)) — (C-e12)®. (333)

Par antisymétrie, les termes en (C-c12)?**!, k € N, engendrent une contribution nulle & I'intégrale.
De plus, la relation (260) donne

(C : C12) 02612, (334)

ou I’égalité est & interpréter au sens d’une intégration sur un domaine symétrique avec poids symé-
trique. Qu’en est-il de (C - cy2)*?

Lemme 3.5 Soit x = (x1,...,24) € RY, y = (y1,...,y4) € RY, soient F(z) et G(y) des fonctions
intégrables qui ne dépendent que des modules de x et y (donc qui sont paires en x ety respective-
ment), alors

/W dxdy F(z)G(y)(x-y)" = /W dxdy F(z)G(y) (521: y* — 2dzly ) (335)

0w les indices i et j peuvent étre choisis arbitrairement dans ’ensemble {1,...,d}.
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Preuve. on a

d
(x-y)'= Z TiZiTET1Y5YYkYl
ijkl=1
d
= Z T 1YY Yk [Oijkt + (1 — Oijrr) (0350k1 + Oindji + adj)]
ijkl=1
d
+ 3 wmjreryiyiyey (1= Gijr) + (1= 85500) + (1 = Girdjn) + (1 = 6u65x)] - (336)
ijki=1

La premiére somme contient tous les moments pairs, tandis que la seconde les moments impairs. La
contribution de ces derniers & l'intégrale sera donc nulle. Ainsi, en interprétant les égalités au sens
de l'intégration du lemme :

d
(x-y)t = > wiweemyyyeyiijn
ijkl=1
d
+ Z T LYY YR Y1050k (1 — 03501051
ijkl=1
d
+ Y wiweeryiyysviindi(1 — 8i0k0i)
ijkl=1
d
+ Z TRy YeYi0u 0k (1 — 0550k
ijkl=1
d
- Sadee Y g
=1 17=1
d d
R S B YT S
=1 =1 =1

d d d
= 3> 2ty adyl—2) alyl
P = —
isotropie ’L d d 1 d
= 3; Zyka Zy?*QZzigzy?

\,_/W_/ \/_/ W—/ \/_/
=a? =92  =g2 =y2 =dux} =dy}

3
= Syt — defy?. (337)

Utilisant I’antisymétrie de (C - c12)?**1, 'Eq. (334), ainsi que le lemme 3.5, les relations 323
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a (333) deviennent

C§(01 cy) = (C*+1ct,) (C%—131ct,) +..., (338)
A3(cr ) = [(02 +1a3,)7 - ;C%’;’Q] (C*—12) +..., (339)
dlerre) = |(€2+3eh) + b (€2 1)+ (340)
G4 = (P4 i) :(02 12,4 02012} (341)
e (02 + icf2)2 — 702012, (342)
Sler-e) = (C2=1) |(c2+12,) + Sty (e 31032)] b (343)
cies = (C*+ ic§2)4 + %0404112 —2dC}cly; — 702612 (C* + %032)2 +..., (344)
def(er-e) = (€2 1) (4 1) - Serehe + 1@)} b (345)
c;cg = (C*+ ic§2)4 - —C4c 4 2dC} 0123 (346)
Aci(cycy) = (02 —1c1,) —(C’Q + icé) — C4c + 2d04612]:| +..., (347)
cje§ = (02 + lcfz) - 702012 (c?+ icﬁ)g
+5 04012 (C?+ 1ct,y) —2dC ety (CP + fcta) + - .. (348)

Comme cjcy = cfc3 et c3(cq1 - c2) = c3(cy - ¢2) il y a deux termes en moins. On remplace le tout
dans ’Eq. (317), choisit la composante i = j = 1 dans les Eqs. (344), (346), (347), et (348), puis
développe a l'aide d’un logiciel de calcul symbolique pour obtenir :

H(cy, e2) = Z a; ;C Z 7i,iC 12010121a (349)

(,5)€Qa (3,4) €2

ol ay; ; et y; ; sont des coefficients indépendants de C et cy2, et
Qo = {(10,0);(8,0);(872);(670);(6,2);(6,4);(470);(4»2);(4,4);(476);
(2,0): (2,2): (2,4); (2,6); (2.8) }, (350)
Q, = {(0,2)}. (351)
L’Eq. (349) dans (316) avec ¢} + ¢3 = 2C? + ¢2,/2 donne

gd—1 n’m? —2C2 i —c2,/2,+1
dvy Sz(Vl)La[MSZ] 6177UT Q; dCe C dcipe™ ‘12 C‘iz
Rd X R4 R4
(4,5) €
=12[i] =I1/2[+1]
o112 ——UT > m/ dCe2¢" 0104/ derpe“t2/20 e, | . (352)
(4,5) €
=b2[i] =bl/2[j+1]
On utilise 4 (d+ )
a . n, —ax® __ ™ I Tn
I%[n] = " dx [x|"e ST T (d)2) (353)
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Le calcul de M?[i] et M'/?[j 4 1] est plus compliqué que celui de J[i]. De plus, nous aurons
par la suite des intégrales similaires mais encore légérement plus compliquées. C’est pourquoi nous
énoncons et prouvons ici deux lemmes dont un cas particulier donne M?2[i] et M'/2[j 4 1].

Lemme 3.6 Soit x = (v1,...,74) € R%, a>0,d>2,n €N, alors :

+n D (H2)T (45 1
(55 )_i z) Sij.  (354)

. . n—ax? . . _ _(d—1)/2 d—3d
M;;j[n] T/]Rd dx [x["e Lilj =T 2 d I(d—1) a(dtn+2)/2

Preuve. l'intégration ne dépendant pas de 'orientation du repére, alors M;;[n] = M;;[n] = M
Vi, j. De plus, par définition M;;[n] = M,;[n], et par invariance sous rotations du repére M;;[n] =
Mi+17j+1[’ﬂ] \V/Z,] Ainsi

Nous montrons & présent que C' = 0. Pour ceci, il suffit de le vérifier pour un choix donné de i et j :

/ dx \x|"e*“w2x1x2
R4

M12[n]

k=1

0o , d—2 T 2
/ dp pnrd—1g—ar H / df, (sin ek)k dip cospsin p
0 k=170 0

=0

k=1

= 0.

o1

0o 2T T T d—2 d—2
/ dr/ d(p/ do; .. / dfg_1 Fre=er’ 2 cos sin ¢ (H(sinHk)2> rd-1 <H(sin9k)k>
0 0 0 0

(356)



Ainsi Mij = M;

173
/ dx |x”|e_‘“’2x%
Rd
o] R 2 T T d—2 d—1
/ re " / dcp/ déy ... [ dfg_a7?cos® o (H(sin&k)2> rd=1 (H(sin&k)k>
0 0 0 0 paiet

k=1
s} ) 21 d—2 T
/ dpprtdtle=ar / dy cos? ¢ H / dfy, (sin 6, )2
0 0 i1 /o

14+n+d+1 =
2

avec

M

1 <1/2
a<1+n+d+1>/2 T(1/2)

d—2
an+d_(n+d 1 " k42
= 33 F( 5 )a("+d+2)/2k||/0 df(sin @)
=1

2
k+1 2 20 (51
2 k+2k (%)

F("+d> ) o ) d—2 k41 d—QF(Q)
_ 4(n+d)(n+d73-2)/2ﬂ-(d )/29d— (H k(k+2)> (H F(k?2)

T (n+d>
= (” +d) e q(n+d+2)/2 H Vv

k=1
_2d-1) p(d=2)+1
=T(d+1) 2
T(1/2)
F(dil F(@) 1
_ (d—1)/26d—3 B 2 2
-7 27 (d+n)(d - 1) I(d+1) ald+n+2)/2
d+n d—1
— ﬂ_(d—l)/22d—3d+nr( ; )F( 2 ) 1 (357)
d T(d—1) a2z

ce qui est bien le résultat cherché. On vérifie de plus explicitement par calcul direct que le lemme
reste valable en dimension d =2 (d = 3). On constate, utilisant I'identité

NGOG

Td—1)  T(d/2)’ (358)
que la relation (357) s’écrit aussi
d+nT[(d+n)/2] 1
/2
M= 2d T(d/2) a@+n+2)/2° (359)
|

Lemme 3.7 Soit x = (x1,...,24) € R%, a>0,d>2,n €N, alors :

2
n_, —ax
Ukl / dX|X| LT TR

_ 3p(d—1)/29d- Jd4n)(d+n+2) T (H)T (45 1
d(d12) Td—1) aq@minp

X {%kz + - {5”5/@1( — i) + 00 (1 — 045) + 00 (1 — 51']‘)} } . (360)

X

92



Preuve. a nouveau, l'intégrale ne dépend pas de l'orientation du repére d’ou
Miiii[n] = Mjjj5[n] = b, Vi, j. (361)

Pour les mémes raisons que précédemment, pour que M;;; soit non nul il faut que (¢, j) = (k,1),

u (i, k) = (4,1), ou (i,1) = (j,k). Ainsi :
Mijin] = 00k + (1 — 0ijk1) (0550k1 + 0irdji + 0310 (362)
bdijki + C{‘Sz‘jfskl(l — dik) + ik (1 — 6iz) + dudjr (1 — 6ij>:|, (363)

avec

b = / dx |x\”e_“m2x4
Rd
0o R 27 T ™ d—2 d—2
/ drrte™" / dcp/ do; .. / dfg_o r* cost ¢ (H(sin Gk)4> rd=1 <H(sin 0)’“)
0 0 0 0 =

k=1

oo 2 =2 .z
/ dr ptnt3g—ar® / dy cos? ¢ H / df(sin §)*+4
0 0 i1 70

r( ltntd+3 — 37 r kt5
=3 n,(1+:jr{12+3)/2 1"(132) ! =V Eig
_ 3 _@ppdtnt2din, (din k+3k+1 2 2 2D (%)
8 2 2 2 d+n+4)/2 2 2 k+4k+2kT(k/2)
d—2 —2 k:
3 d+n (k+1)(k+3) r (&L
= 9t 2pd/2(g d 2)T
32 T dEn)d 2l — <d+n+4 )|y E[r k/?
_8(d+1)(d—1) rf (d=2)+1
T(d+3) 2
T(1/2)

)T (5 1
T(d13) a@midrz
(d—1)/29d— sd+n)d+n+2) T (E)T () 1

dd+2) Td_1) a@mide

= 37

(364)

D’autre part

/Rd dx|x|”e*”2x%x§

[eS) 27 s T d—2 d—2
= / drrhe=ar” / dap/ dé; .. / dfy_1 r* cos? psin® p (H(sin Hk)4> rd=1 (H(Sin Gk)k)
0 0 0 0 =

k=1
b

= %(174 do cos? psin? ¢
Jo " de costo Jo

C

= - (365)

Les Eqgs. (364) et (365) dans (363) fournissent le résultat cherché. A nouveau, on vérifie que cette
relation est aussi valable en dimension d = 2. A nouveau, utilisant

L) iy
I'(d—1) T(d/2)’

(366)
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la relation (365) s’écrit aussi

_ 423 (d+n)(d+n+2)L[(d+n)/2] 1

b .
1 dd+2) T(dj2)  admid)s (367)
[ |
Le cas particulier i = j = k = [ du second lemme fournit les relations cherchées :
d(d+ 2) I'(d-1) aldtn+4)/2
Les Egs. (353) et (368) dans (352) donnent
n? m?

dvi Si(v1)LaMSi] = 0 B ——vp | D i PUTYPG+ 1+ Y 3 b lb 2 + 1]

R4 7Td 4 L ’ L “ ’

(4,5)€Qa (1,5) €0

(369)

ot By = 74=V/2/T[(d+1)/2], v3 = 2/(Bm). De 'Eq. (286) on obtient la contribution aux coefficients
de transport vy et v, due a I'annihilation, ces derniers étant notés v;® et v;* :

va_ sa _ 2m? _y_ d+2T(d/2) VmksT 1
Vli = 1/# = M Ad dV1 Sz(V1)La[M51], 1/0 = 8 W(d*l)/Q O-d—l nkBT7

2m3* 1d+2 I'(d/2) vmkgT 1 n? m?

n-m- ;
dd+2)n 8 nld=1/2 gd-1 nksT Lpd 3 T

< | ai PN+ > i bR+ 1]
(1,7) €Qa (1,5)€Q
1T(d/2) 1

_ = 201 71/27 . C21p1/27
= di Y i PETV 1+ Y b2+ 1|, (370)
dr( 2 >7Tdﬂ (3,5)€Qa (1,5)€Q,

que l'on développe a ’aide d’un logiciel de calcul symbolique pour obtenir :

_ 16427d + 84> o, ~2880 — 1544d + 265842 + 1539d° + 200d*
- 2 32d(d + 2) '

*a *q
v

" " 32d

(371)

3.3.4.2 Calculde L, avec X =Y = D;;(V) : v
On doit calculer la grandeur

_ d-1 n 1 _V2/p2 M 1 V2 /2
/]Rd dV1 Dij (Vl)La[MD”] =0 51 /]de dVldVQ |V12|Eme 1 /UT@me WA X

X [1 + a9, (g)} [Dij(v2)Dij(vi) + Dij(va) Dij(va)] . (372)
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Soit le changement de variables ¢; = V;/vr, de; = dV,; /v

/ddV1 Dij(Vl)La[MDij] = d 151 / dCldCQ ’UT|C12|e '%_Cg |:1 —‘rG;gSg (UV%):| X
R T

Vi %5
X [m2 (VuVlj - ;5@') <V2iV2j - ;51'3')

= (VI'V2)2*%V12V22
=vp(crre2)’—vg hefel

V3 V3
+ m’ (V2iV2j - ;51‘3‘) (VQiVZj - 5%‘) ]

_Vz *lVQ
=ph =Lt

— YT d 2

2,2 ,5
= d 1ﬁ1m i UT/ dCldCQ |012|eic%70g X
d R2d
x (1+ Acl + Bei + D) [d(cy - c2)? — ¢ici + (d — 1)c3], (373)

= H(c1,c2)

ot A, B, et D sont donnés par les Egs. (310), (311), et (312) respectivement. Ainsi

H(ci,co) = (14 D)d(cy - c2)* — (14 D)c2ca + (1 + D)(d — 1)ch + Adci(cy - co)? — AcSc2
+ A(d — 1)cjcs + Bdci(cy - ¢3)* —=Bcjci + B(d — 1)ccy . (374)

= B(d—2)c3ch

On passe dans les coordonnées relatives et du centre de masse, avec :

1 2
(c1-cp)? & <c2 - 4c§2> : (375)
2 2 (342) 9 1, ! 2 2
cjes = C*+ 1612 EC g+ -, (376)
4 (321) 2, 1o ! 2 2
;= C*+ 1612 + gC o+, (377)
4 (321) s 1, ? 2 4 1, 2
ci(cr - co) = C* — 1612 C ch C 2y o (378)
6 o (347) 9 1, 4 4 "
0162 == C + 1012 C 612 + 2d0 012_7 .y (379)
4 4 (349) o 1, o 4 2 2 ?
cie; = C* + 1612 + dQC iy — 2dC; 012] C 2, (O + 7012 +...4{380)
2 2 (320) s 1, ? o 14
ci(cy - co) = c* — 1612 Cc*+ 1612 +..., (381)
1 1,\? 1
ccs (3£1) <C2 + 4c§2> <C’2 + 4cf2> — gCZC%Q +.... (382)

On développe 'Eq. (374) a l'aide d’un logiciel de calcul symboliqgue pour obtenir (en choisissant a
nouveau ¢ = j = 1 dans les Egs. (379) et (380)) :

H(cy,c2) = Z ;¢ Z i C 120101217 (383)

(,7)EQa (4,5) €S
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avec

Qa {(8,0);(6,0); (6,2); (4,0); (4,2); (4,4); (2,4); (2,6); (0,4); (0,6); (0,8) } ,
Q, = {0.0)}.
Ainsi ’'Eq. (383) dans (373) fournit

a1 m2"2 v% 202 272 j+1
/ dvy Dy (V1) La[MD;;] = By y > a”/ deje” cz/ deyg e /27
R (1,4) €%
= 12[i] = 11/2[j+1]
2
o1, ”T > v / dey e 2700t [ derpeh/2df el . (384)
]Rd
(J)EQ
=b2[q] =b1/2[j41]

De I'Eq. (286) on obtient la contribution au coefficient de transport v, due & I’annihilation, notée

Vn
N B? / 1 d+2T(d/2) vmkgT 1
¢ = dvy D;; (V1)L D;; =
VTI (d+2)(d— 1)nu0 R Vi z]( 1) a[M Z]]7 Vo 8 7.r(d—l)/z gd—1 nkBT’
B B2 d+2 T'(d/2) VmkgT 1 i1, m2n2 vy "

d+2)(d—1)n 8 @172 g1 pkp7’ d
< | VPP Y i I+ ]
(4,5)€Qa (1,5)€Q
1 T(d/2) 1

= GG 1S DRG], (385)
—1 2 Z g ! ’
dd—-1)T ( ) V2 (4,4)€Qa (1,9) €9

que l'on développe a I’aide d’un logiciel de calcul symbolique pour trouver :

e _ 3+6d+2d® 2784 375d — 964 — 2d°
B 2 256d(d + 2)

: < (386)

3.3.4.3 Calculde L. avec X =Y = D;;(V) : vy
Utilisant le lemme 3.4, on doit calculer

/ dVlDij (Vl)Lc [MD”] = —O’dil/ dVldVQf(O) (Vl)M(VQ)Dij (VQ)X
R4 R2d

X /d& 9(6‘ . Vlg)(a' . V12)(b — 1) [Dij(vl) + Dij(VQ)} y (387)

avec
Dy(V) = m (%Vj - Cliv%ij) , (388)
BV, = V) F(Vio )5, (389)
On a donc
(b—=1)[Dij(vi) + Dij(va)] = m(b— 1) [Vi;Vij + Va; Vaj] + m(b — 1) [—;Vf@'j - %‘/2251'3' , (390)

1)
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ou

m
(1) = =0~ LV +V3)
m 2 2 ~\ ~12 ~\ 212
= _E(sij{_vl V5 +[Vi—(Vi2-0)0]" +[V2+ (Vi2-0) 7] }

m ~ ~ ~
= —E(Sij[— V12 —‘/22 +V12 —2(V12 U)(Vl 0')+ (V12 '0')24“/22

12(Vip-8)(Va-6) + (Vi - a)z}

= *2%5713'(‘/'12'3) [~(V1-7)+(V2-0)+ (V12 0)]

V12:X1—V2 0. (391)

Les Eqgs. (390) et (391) dans (387) fournit

/ dVlDi]‘ (Vl)LC [MD”] = —madil/ dVldVQ f(o) (Vl)M(Vg)Dij (VQ)X
R4 R2d

< / 46 0(6 - v12) (6 - via) (b — 1) [ViaVi, + VaiVay],  (302)

A T’aide de la relation (389), en notant g = vy on obtient

(b—=1) [ViiVij + VaiVas] = [Vii — (g-6)oi] [Vij — (g 5)oj]

+[Vai — (g )oi] [Voj — (g 0)oj] — ViiVij — VaiVay

= —Vi(g-0)o; —Vij(g-0)oi+ Vai(g - 0)oj + Vai(g - )o;
+2(g - 0)%040;

= Vi, — Vai(g-3)oj — Vij — Va(g - 0)o; + 2(g - 7)0i0;

=9 =9j
= (g-0)[~gi0j — gjoi +2(g-7)oi04]. (393)
Insérant I'Eq. (393) dans (392) il vient

/ dVlDi]‘ (Vl)LC [MD”] = —madil/ dVldVQ f(o) (Vl)M(Vg)Dij (VQ)X
R4 R2d

< [ a0e -3 8" [-gi0; — gy0: + 2e - S)oer]. (394)

L’intégration (394) étant complexe, et comme de plus Pexpression des coefficients de transport
du gaz inélastique en dimension arbitraire sont donnés dans la littérature [14], il n’est pas nécessaire
de refaire le calcul. Seuls les résultats finaux, sans calculs intermédiaires, sont donnés. Néanmoins,
nous allons vérifier explicitement 1’expression finale fournie dans le cas particulier de trois dimensions
pour le gaz inélastique. Nous verrons que le résultat final est indépendant de la dimension, et donc
le calcul & trois dimensions est valable pour toute dimension. Pour complétude, la démarche & d
dimensions s’obtient grace aux relations suivantes.

Soit g, & = (01,...,04) € RY, || = 1. Nous adoptons la notation [do = f‘x‘:l dz. Dans les
intégrales ci-dessous, les résultats lorsque (& - g) est absent s’obtiennent en multipliant 3,, par
deux.

%(ngigj + 9°0j), (395)

[ 566 85 800, = g

/ 1666 -8)(6 - )"0 = Busrg” s (306)

n+1
ﬁnZ/d?f@(a'g)(&'g)"ZW(d_l)/QF( el (397)

o7



Notons & € [0, 1] le coefficient de restitution, alors la loi de collision s’écrit

1+a s~
e 55, (308)

bvi=v1F
2 2

Dans ce cas, I’'Eq. (394) prend la forme

/ dVlDij (Vl)LC [MDZ]] = —madfl / dVldVQ f(o) (Vl)M(VQ)Dij (VQ)X
Rd R2d

1+a

o [0 3)e 3 (g0 — 9500+ (1+3)e- S (399)

Le cas particulier élastique s’obtiendra naturellement en prenant la limite & — 1 dans I’expression
finale des coefficients de transport.

Lemme 3.8 En dimensiond =3 on a :

—/d& 0(g-0)(g-0)b—1)(ViVij + VaiVoy) = g(l +a)(3 - a)ggig; — 214(1 +a)%g®;5, (400)

d’ot

av1 Dy (vi)Le [MDy] = mo ™" | dvidva fO (vi) M(va) Dy (va) 5 (1 + 3)(3 — @)ggug;-

R4 R2d
(401)
Preuve. supposons I’Eq. (400) vraie, alors comme D,; est de trace nulle
D;;(V2)di; = Tr(D) = 0, (402)

et donc la contribution du second terme du membre de droite de ’Eq. (400) est nulle, ce qui établit
I’Eq. (401). Notons que I’Eq. (400) est bien I'expression intermédiaire trouvée dans [2]. Pour établir
le résultat (400), choisissons un repére {€;}3_, pour lequel €3 est choisi dans la direction fixée g.
Choisissons de plus €, dans le sous-espace complémentaire orthogonal a €; et engendré par {€, €
(cf. Fig. 1)

On a dans la base canonique {€;}?_; :

g1 sin 6 cos ¢
g=|g2] =g | sinfsiny |, (403)
g3 cos
cosf cos p —siny sin 0 cos
e = | cosfsingp | ; ey=| cosp |; e3 = | sinfsiny |, (404)
—siné 0 cosf
et on vérifie que €; - €; = d;;. L’inversion donne dans la base {e; 3
cosfcosp cos fsin ¢ —sinf
e = —sinp | ; €y = CoS ¥ ; e = 0 . (405)
sin € cos ¢ sin @ sin ¢ —cosf

Notons qu’il existe une infinité de choix de repéres tel que €3 soit paralléle & g. Nous avons pris
celui qui a priori engendre les vecteurs de base les plus simples. Un autre choix peut s’avérer
judicieux pour une généralisation en dimension arbitraire. Un tel repére va permettre d’exprimer
simplement la condition #(g-&). Pour éviter toute confusion notationnelle, notons donc a présent ©
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€3 €3

€

FIGURE 1 — Définition des repéres.

la distribution de Heaviside. Reprenant I’'Eq. (399) et notant gl’angle entre g et o ainsi que {57 o}
les variables d’intégration sur I’angle solide, on a :

~ ~ ~ 1+a ~ N _
- /do’@(g 0)(g-0)(b—1)(Vi;Vhj + VaiVo;) = — 5 /da’ O(g-o)(g-7)* x
x [~gioj — gjoi + (1 + a)(g - 7)0i05]
1 ~ 27 T _ _ "
= - +a/ d&/ df sin 0O (cos 0)g* cos? 6 x
2 Jo 0
{_gigj — g0, + (1 + &)gcos gaiaj (406)

X
= 1y

Comme g; sont les composantes cartésiennes de g, il faut exprimer & dans la base canonique en
fonction des angles ¢ et 0 :

O = 01€] + 09y + 03e3
= sinf cos pe; + sin fsin g€y + cos fes
= sinfcos @ (cosf cos pe; + cos b sin pey — sin €3) + sin 6 sin G(— sin pe; + cos pes)

+ cos (sin 6 cos pe; + sin O sin pe, + cos f€3)

= e (sin 6 cos pcosfcosp — sin f'sin psin g + cos 0'sin 6 cos <p)

=01

+e; (sin 0 cos @ cos fsin ¢ + sin f'sin © cos p + cos 0'sin 0 sin <p)

=02

+e3 (— sin @ cos @ sin 0 4 cos 6 cos 9) . (407)

=03

La relation a vérifier étant symétrique sous I’échange des indices, on vérifie que les 6 composantes
indépendantes donnent le résultat du lemme.

¢« i=j=3:
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1+4& 27 /2 _ _
Ty = — +O‘92/ d@/ a0 sin  cos? § x
0 0

2

~ ~ ~ 2 ~ ~
X {(1 + a)gcosb (— sin @ cos psin 0 + cos@cosﬂ)—2gg<—sinecos gESiﬂH—l—COS@COSG)],
—_————

. — — — —0
=sin? 6 cos? @ sin? +cos? O cos2 § —2 sin 6 cos @ sin O cos 6 cos O

—0

ol on a noté par — 0 les termes dont la contribution & I'intégrale est nulle. Ainsi, notant par une
fleche "—" les contributions des différents termes aux intégrales, on a

1+a [ _[™? - _ SO o
Iz = - d e |(1 in® 0 cos” 6 cos® ¢ g”sin*0 ) —2 0 cos” sin §
33 B 9/0 SD/O ( +oz)(sm cos® @ cos® @ g°sin ) g5 g cos 0 cos? 0 sin
—m/12 =g2—g2cos? 0 =93 —7/2
:932’
1+a _ 1 1 1
= B[ d) (g0 - ppei+ 3ak) - o
il & 5 T ~\2 3
= g1 +&)B~a)ggsgs — 5, (1+a)g" (408)
[ ] Z:j:l
1 ~ 27 _ 71—/2 _ N _
I - +a92/ dsﬁ/ d6 sin cos? 6 x
2 0 0

X [(1 + a)g cos 5( sin? § cos? @ cos? 0 cos? ¢ —2sin? 0 cos @ cos b cos g sin psin g
—0

+ sin? f sin? @sin? o +2sin 0 cos G cos 0 cos® o cos f'sin —2sin fsin @ sin ¢ cos 0'sin 6 cos %)

—0 —0

+ cos? 0 sin?  cos? gp) — 20 ( sin 6 cos @ cos 6 cos ¢ — sin 0'sin @ sin @ + cos 0'sin 6 cos @)]

—0 —0

1+a 2 T/2 . _
5 92/0 d@/0 de[(l—|—&)g(sin‘j9008390052<Zc0829c052<p

—w/12

+sin® § cos® 0 sin? @sin? ¢ 4 cos® 0'sin 0 sin® 0 cos? 9) — 2g; cos® 0'sin 0 sin 6 cos 4
~————— N———

/12 —m/3 —m/2

s - 1+« 2 2 2 . 9 . 9 2 1
——(1+a)g|—=—9g* (cos®Bcos®p+sin® ¢+ 4sin’fcos’ ¢) —2g;= gsinfcosp

12 12 2 e

=cos? 0 cos? p+cos? psin? 0 + sin? ¢ +3 cos? p sin? 0 =91
—
=cos? ¢ =9%/g2

™ ~ 1+a 4 00 ~

_Tq 2 R Y 2.3
—_——
=i(l+a-4)

™ ~ ~ s ~
g(l +@)(3 — a)gg1g1 — ﬁ(l +a)%g’. (409)
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e i=157=3:

144a 27 _ /2 _ _
113 = — _gag3/ d(p/ do Sin9C052 0 x
0 0

{(1 +a) cosg(sinécosg}?cosﬂcosga — singsin(ﬁsin(p + cos 0 sin 6 cos ga) X

X ( cos 6 cos 6 — sin 6 cos @ sin 0)

f(singcos(ﬁcosf)cosgofSinasin@sincercosgsinﬂcosgo) cosf — (cosacose

—0 —0

—sinf cos @sin@) sin 6 cos <p]
| A ——
0

~

1+4& 27 /2

- —ﬂg?’/ d{E/ df
2 0 0

{(1 + a) ( —sin® 0 cos® 6 cos? @ cosfcospsinf + gin 6 cos® §sin 6 cos p cos 9)

—7/12 —m/3

— cos® sin §sin O cos @ cos § — cos® § sin 6 cos 6 sin O cos go}
~————

—_—
—m/2 =g193/9% —m/2 =9193/9°

1+a ~

- _ ;ag[(l +a)(— % cos 6 cos ¢ sin Ag> +gCOS@COSQSin992) - ngg?’}
=9193 9193

n B (1 1
= —2(1 3 | (1 3 12) ¢

5 (1+a)g9193 [( +O‘)(3 12) ]

’]T —~ ~

= §(1 +a)(3 — a)gg19s- o)
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1 ~ 27 _ /2 _ _
- +ag3/ d<p/ df sin f cos? §
2 0 0

{(1+&)cos§(sinécos@cosﬂcosga—singsingzsingo—|—COS§Sianosg0) X

X ( sin 6 cos @ cos fsin ¢ + sin f'sin © cos p + cos f'sin 6 sin cp)

7(Sin§COSQZCOSQ7Sin§SiHQZSiHQD+COS§Sin9COSg0) sin @ sin ¢

—0 —0

— ( sin 6 cos @ cos B sin  + sin gsimﬁcos @+ cos 0'sin 0 sin go) sin # cos

—0
1+4a 27 /2
- +O‘g/ d{5/ a8
2 0 0

{(1 +a)g? ( sin® @ cos® 6 cos? & cos? 6 cos psin p — sin® 0 sin? Zcos® f'sin P Cos Y

—0

—m/12 —w/12

50sin0sin20 . — 95infcos? Osin2 6 cos v si 2
-+ cos Sin G sin COS(pblIl(P) S ¢ COoS Sm COS Y S1n g

—/3 —w/2 =g192
1+ a 1 1
— ;agw{(1+a)(1~2q2 coszf cosgosingo—ﬁgQ(zoswsimp
=1-—sin* 0

=g? cos @ sin 4,0792 sin? 0 cos @sin ¢

=9192

1
+§ 92 sin? HCosgosingo) — 9192]

=g192

1+a 1+a /1 . 1 1 .
- | — *COSQOSHIQO**gng*1COSQ0S1HQ0+glg2 — 0192

2 3 4 4
1+a (1+a) 3 12
= —_ 7T —_——— —
g 9192 Y2712
i ~ ~
= g(l +a)(3 — a)gg192. (411)
e ;=1,7=2et1=2,j=2: calculs similaires en tout point. |
Avec ce lemme, I'Eq. (394) devient
0 ~ ~
/3 dv1 Dij(v1)LelMDy) = (1 +a)(3 — aymo® / ,., dvidve FOVIM(V2)Dij(V2)g9:9;-
R R X &
(412)

62



Changement de variables : Vi — V, Vo —wg=v; —Vy, donc J=1et Vo=V —get

1
DV ) = m|(V gV - g 5V - 2] a0
1 2 1 2
= m(‘/}ngigj—Vingigj—ngingj +gi9jgi9j_§v gigjfsij_gg 9i9504;
—_— Y e —— —— ~——
=(V-g)? =(V-g)g? =(V-g)g? =g+ =g2 =g2
2
+§(V - 8) 9i9i0ij )
——
292
= Vg 2v.g)?+ 24t - Ly2ge 41
= m|(V-g) —3(V-g)g"+ 39"~ V7|, (413)
n 1 2/, 2 n 1 2.2 2/ 2 2
_ _ - (Vg - -VE/ —9°/vz 2(V-g)/
M(V —g) = 3. w3/2¢ g = 3. w3/2¢ reTd [Maem TR, (414)

L’Eq. (412) devient alors en faisant le changement de variables u = V /v et g = g/vp :

. m ~\2 2 0 —V2 /02
-9 2(V-g)/v7 o 4 2,24 1o,
x | dge ‘e Tg|(V-g) —2(V-gg +59 — 3V
R3 3 3 3
7T ~21,.2 2 1 —u?
= gl-0-a)]m% m”?/ﬁs du f© (vr[uf)e™ x

4 241
></ dge™? engCObeg (u g% cos? 0 — —ug> cos O + g 2gz>
R3 ’ E

= % [4—(1—-a) }mQO'QWUT/ dz fO (vpz)e /dQ X
—47r

oo 2 2m ™
X / dgg’e™? / de / df sin g ¢?9® s ? <x292 cos? 0
0 0 0

=27

4 2 1
—ga:g?’ cosf + §g4 — §x292>

y=cost s [4—(1- &)2] m2e? 28 / dz f(o)(vTa:)e*ﬁa:2 X
0

v
32T

o) 1
4 2 1
X / dggPe™9’ / dy e?97¥ (1;2 +y? — —xgy+ =g* — xz)
0 1 3 3 3

_12g3 (3+49 +4g* —6gx—8g3x+4g J,)
( 3—4g%—4g*—6gr—8g3z—4g 1)

o—2gT

1293z

:%[2(1?4»26" f(%Jra:?')Erf(z)]
= 2 [4-(1-a)’] m20? 2y / dx ]‘?(O)(?)T:v)a:[glce_’”2
m 0

32T
+ (L 4 2?) ﬁErf(x)} . (415)

ol nous avons noté dS2 'élément d’angle solide et Erf(z) = (2/y/7) [, dte=*". A titre de vérification,
on peut montrer que le coefficient de transport issu de I’Eq. (415) est le méme que celui de ’Eq. (B12)
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dans [2]. Calculant explicitement 'intégrale dans I'Eq. (415) il vient

~ n n 1
/RS dVl Dij(vl)Lc[MDij] = 27T3 [4 — (1 — OZ)Q} mQszU’%Uiﬁgm X

X /00 dze ™ [1+ a282(2%)] z ze ™ + (1 +2?) ﬁErf(m)]
0

[4—(1—a&)?] V2rm®n®o® (;n)m (1— 312@) (416)

Le coefficient de transport est alors

vt = i 4[1—1(1—a)]<1—2a2>\ﬁm2 (;m>5/2

1On1/0 64
2 \"? 5 1 m 1
— 2 4rm2nle? o 1 11 m\2 4
- 4 o (ﬁm) 16 no? \| 7hpT [1-30-ay] (1 642a2>
1
= [1-1i1-a)7] (1 - 642ag> (417)

L’Eq. (417) est bien la méme que 'Eq. (B13) de [2] (ou bien le cas particulier d = 3 de la relation
générale dans [14]). Nous supposons donc la relation en dimension arbitraire [14] correcte :

v (3-3a+2d)(1+q)
Y = 4d

1— 642ag> (418)

et nous particularisons au cas des sphéres dures en posant & = 1 pour obtenir :

1
c—1-_-29 41
61202 (419)

Il est remarquable que cette expression soit indépendante de la dimension d.

3.3.4.4 Calcul de L. avec X =Y = S5;(V) : v¥, v,
Utilisant le lemme 3.4, il faut calculer

/ dV1Si(V1)LC [/\/151] = —U’d_l/ dVldVQf(O)(Vl)M(VQ)Si(VQ)X
R4 R2d
« /d& 0(6 - v12)(G - vio)(b— 1) [Ss(v1) + Si(va)] . (420)

A nouveau, nous supposons I’expression finale en dimension arbitraire [14] correcte (attention : cette
expression se trouve en comparant les Egs. (235) avec les Eqs. (11) & (13) de [14], car la définition
de v}, et v} en dimension arbitraire différe de ma définition) :

e e d—114afd-1 3(d+8)(1—a) 4+5d—3(4—da
S R [ 2 16 2048 2az),  (421)
et nous ramenons au cas des sphéres dures en posant & = 1 pour obtenir :
*C *C d—1 1
l/# = V,{Q = T (1 + 642@2) . (422)
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3.3.4.5 Calcul de la seconde intégrale pour v;; et v

Calculons la seconde intégrale apparaissant dans la définition (286) de v et vj;. Notons cette
contribution u;ff‘/ = u;ja/ (on n’inclut pas la probabilité d’annihilation p dans la définition de ces
contributions) :

xa’ _ *a’ _ 2m63 ) )
v, = V:U' = M < Ad dv SZ(V)Q [MSA) 5 (423)
avec
(147)  £(0) ¢ (1) [ £(0) afO o) f9 0
QMmsi] =" fOGPIYMS] = ZmerG) [, MS] + = TeR [fY, MS]
2 af© 1
— 0) 2, 1£00) 1 ) v, . _£(0) .
FO O M8 = T (W@, VM8 + [V, MS))
af(o) 2 ©
m 0 /2 (G m 2 £(0) 4
+nkBwa[f vV MSZanBwa[V f ,MSJ), (424)

ol on a utilisé les définitions (121) a (123) des taux de déclin au premier ordre. La fonction

d+2
2

S;(V) = ("211/2 - k:BT> Vi (425)

, . . . . 1
étant impaire dans les vitesses, alors seuls les termes issus de 51(“) sont non nuls et donc

£ 1
gv v (w[f(o),VjMSi] —l—w[ij(O),MSi]). (426)
J

QIMS;] =~

=Kij

Le terme K;; est bien indépendant des vitesses car 'opérateur w a comme action une intégration
sur ces variables, donc I'Eq. (426) dans (423) fournit

— 2m 8 af

Y = Y dd+ 2y 7 Jga V) v,

=~ Jra AV JO G5t 7O (V)Si(V)
J bord
=0

2m/33 95,
= ——— " K av fO =2 497
d(d+2)nuo K /]Rd / 6Vj ( )

Commencons par le calcul de l'intégrand, ensuite de K;;. L’Eq. (243) donne

1 22 1Vt d+2V?  d(d+2)
Oy =2 Vi g - - 42
W B R 11 2

tandis que de (223) il vient

95:(V) m._o d+2 m o,
6VJ = (5” <2V 5 kT )| +mV;V;, kT = E’UT
d+2
- % {QVZ-VJ- + <V2 - ; v%) 51-]-] . (429)
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Les Eqgs. (428) et (429) dans (427) donnent

’ ’ 2mﬁ3 n 1 m —V2/p2
xa' _ . xa — _ Kzi e dv Jvg
Ve = P d(d+ 2mvp Tt 72 2 Jpa O C
1Vt d+2V?2  d(d+2) o d+2 ,
_frey PATATS 5
1+a2{2U4T 5 U%Jr 3 ViV +(V —5Ur
c:\é/vT _ K 2mﬂ2vT

& d(d + 2)vymd/2

e
Rd

[ 1 d—+2
1+a2{c4— + 2

DN (o 152 )

2 2
2mB2v2. 2 5 d+2
= _K”W e dce QC»L‘CJ‘ +c (5” — B 62_] + GQC CiCj
1 d—+2 d—+2 d+2
+a2506§ij - a204%62‘j — Qs + QCQCZ‘CJ‘ — Qs + C4(5ij

2\° 2 d(d+2
“+ao (t) 6251']‘4-&2%2016]‘ + a9 ( 8+ )62(5ij

d(d+2)d+2 }

T T
2mfB*v7, 1 d(d +2) L (d+2)(3d + 4)
= _ 7. (14— - 7
G+ 2)uor? [M I A B
d+2 d(d+2 1
—Il [0}(5” —; (]. + ( 8+ )a2> + azMilj [4] + 5&211 [6](51]
—I'[4 }5lja2d+23 M}[2 }az(d+2)], (430)

ol on a utilisé

2 n?/? T (d2n)
a — n, —axr — 431
I%[n] /Rddx|x|e A @2 T (q)2) (431)
d—
a n —azx? d—1)/2 d—3d+nr( ) ( 2 ) 1
MU[TL] = - dX|X| e T;xj; = 5ij7T( )/ 2 d T (d 1) gldrnt2)2" (432)
En particulier
oy = =42 (433)
' = wd/Qg, (434)
d+2 d
4] = q422==2 435
d+4d+2d
] = n¥/22—= 436
1o A (436)
2) T (d*l)
1 — §..p(d=1)/2 d73—2 — 5. d/2 4
M;;[0] 0y 2 rd—1) iig (437)
ML2 = 4 dIQ /2, (438)
d+2)(d+4
Milj [4 = 5”.L8(+)7rd/2. (439)
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Les relations (433) a (439) dans (430) donnent

’ ’ Zmﬁzv% d+2
*a' _ o ka — _Ki‘ i

A Td(d+2)m 7" 16
X [2d + 3d® + 4d — 4d* — 8d 4 2d + 8 + d* + 4d — 4d — 8]

= 0. (440)

Ainsi

vt =v," =0. (441)

K

3.3.4.6 Calcul de la seconde intégrale pour v,
Calculons la seconde intégrale apparaissant dans la définition (286) de v,;. Notons cette contribution

’
*a' .
V77

v = v Di;(V)Q[MD;j], (442)
R
Nous allons montrer que cette contribution est nulle, c’est-a-dire que €2C;; = 0.
) étant un opérateur linéaire intégral agissant sur les vitesses V, on a par définition (60) de f(V)

En constatant que A et B ont les mémes propriétés de symétrie que S(V) (cf. Egs. (272) et (273))
— c’est-a-dire que ces fonctions sont impaires en les vitesses — et que C a les mémes propriétés de
symeétrie que D(V) (cf. Eq. (274)) — c’est-a-dire que cette fonction est paire en les vitesses — alors
utilisant la définition (116) de 'opérateur € il vient

af© af

QA; = fOLDOA) — St A+ T (O, Al
2 ) 1
O ONRIE . ©) V4. ONY
FO L@l O A =S vr e (IO VA + wVif O, 4]
=0
af® 2 0) m (0) 1,2 m V20
(A el A g 0 A )
=0 =0
af@ 1
= (O VA +wlVis @A) (444)
Pour les mémes raisons de symétries :
o 1
0B; = afv — (wlr©, i) + Vi ) (445)
Et finalement
af@ 1
L _ 02 ), . QRS - £(0) o
QCi; = f [f ] av; UTan<w[f ,VZC”}—l—w[sz ,CW])
=0 =0
af© 2 .0 m ©0) 2 m 2 £(0)
ot <_n‘”[f Gl + gl VGl + e VRS ’C”]>
= 02050 ¢y
af© 2 (0) m (0) 1,2 m 2 £(0)
+ 5T T(—nw[f 7CU]—|—nkBwa[f ,V Cz]}—l—nkBwa[V f ,C”]). (446)
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Insérant les relations (444) a (446) dans (443) il vient

(0) 1
o _afi'vTi (w[f(m’ Vi(A;V;InT + B;V;Inn)] + Vi f©, (A;V;InT + B;V; In n)]>
aVz nvr
2

Jrf(o)*w[f(o),Cij]Vjui
8f(0 2 0 o), o)

o (nw[f ol k Td” A7 Cul + nkBwa[V 5 Ci] ) Vi
of 1

- v "UT% (w[f(O), Vi (A;V;InT + B;V;Inn + Ci;V u;)]
:f(l)

+wVif© (A;V;InT + B;V,Inn + cijvjui)])

—f

2
+f© —w[f(ohcij]vjui

+8f(0 —zw[f@) Cij] + ———w[ £, V2] + wV2fO 1) Vu
oT n T nkpTd ’ 7T nkgTd T J
65 of©
@ afv vrél)
+f O)%w[f(0)7cij]vjui
af©

2
T<W[f(0),ciﬂ+ Zwlf©, V2Cij)+

200 0 1\ V.w
n nkpTd wlV=f ,ng]>Vyul. (447)

oT nkpTd

D’un autre coté, on refait ce calcul en appliquant la définition de Q2

af” e 4 af

T (1) 8
. 44
8‘7 i E ( )

QM = f(o)@(zl)

Or, on trouve par calcul explicite que les taux de déclin au premier ordre 5,(3) et Eé} ) sont nuls
(cf. Sect 3.6.3). Notons que la discussion actuelle concerne les coefficients de transports, qui natu-
rellement entrent dans les expressions des taux de déclin. Néanmoins, le fait que 2C;; soit nul ou
pas n’affecte en rien la validité du résultat §,(L1) = 55}) = 0. En effet, les coefficients de transports
apparaissent de facon non développée dans les taux de déclin, comme coefficients non déterminés
explicitement. On peut par conséquent utiliser le résultat 5511) = §§,11 ) = 0 démontré ultérieurement,
sans créer la moindre ambiguité sur la généralité des conclusions tirées ici. Ainsi

_af
Q) = o A (449)
Comparant les Eqs. (447) et (449) on en conclut que la somme des deux derniers termes de (447)
est nulle. Or ces deux derniers termes sont issus de la contribution de QC;;V;u;. Il reste & vérifier

que 0C;;Vu; = 0 implique Q2C;; = 0. Pour cela, par isotropie il faut que

(QCi;) = adi; + b(1 — d;5), a,beR. (450)
Alors
(QC;;)Viu; = adijVjiu; +b(1 —6;5)V,u;
= aVju; + d(d = l)bvkul, kle{l,....d}

= 0. (451)
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Mais aussi, les propriétés de symétrie de C;; étant les mémes que celles de D;;, alors en particulier

TrC = TrD = 0. Ainsi comme €2 est un opérateur linéaire on a

E

Tr(2C) = Q(Tr C) =0, (452)
et
r(2¢) "2 da. (453)
Comparant (453) et (452) il vient
a=0, (454)

que l'on insére dans ’Eq. (451) pour obtenir

d(d—1
<2)bvkul:07 Vi,le{l,...,d, k#I, (455)

d’out
b=0. (456)

En conclusion, les Egs. (454) et (456) dans (450) donnent

(QC;;) = 0. (457)
Revenant & (442) en sachant qu’au premier ordre C;; = coMD;j, il vient
v,* =0. (458)

3.3.4.7 Coefficients de transport
Nous avons trouvé

e (289 B2
T (d+2)(d - 1)nwyg
(287) B2
B (d+2)(d—1)ny
52

d+2)(d - 1)ny
62
d + 2)(d - 1)711/0 R
= "+ 0-py° —|—pV;“/
_ 12+18d+5d2+a
- P 8d 2956d(d — 1)

[/Rd dV D;;(V)J [MD;] —p/Rd dV D;;(V)Q [MD;;]

/ dV D;;(V)L, [MD;;]
R4

Rd

(139 +123d — 8d? + 58d° + 60d* + 12d°

)

d+2
1
+(1—p) [1 - Mzag] : (459)
u; =vi = py;a +(1- p)VZC —|—pu;ja/
16 + 27d + 8d? —2880 — 1544d + 2658d? + 1539d° + 200d*
= P — Qg
32d 32d(d + 2)
d—1 1 d+2
1—p)—— [14+ —2 . 4
=D Lt 2] 4 (160
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3.3.5 La distribution f(!)
De I’Eq. (60) :

fO(V) = A(V)ViInT + B;(V)V, Inn + Ci;(V)Vu, (461)

et des développements de Sonine (272) a (274) il vient

FOV) = M(V) [a1Si(V)Vi InT 4 b,.8:(V)ViInn + ¢ Dy (V)Vjui] (462)
M(V) = U%M(c). (463)

On peut déterminer les coefficients ag, b1, et ¢g en fonction des coefficients de transport 7, x, et u
donnés par les relations (163), (191), et (192) respectivement. Ainsi :

(163) 1
= g |, AV Du(VICs(V
CEnEIA i(V)Ci;(V)
(274) ; 2
o 1 (d+2)(d 1)n
B Y(d—1)(d+2) B
_ _CO% (464)
(o) 1 , .
o i /R LAV S(V)A(V)
(272) _alle / dV S;(V)M(V)S;(V)
(283) 1 dd+2) n
- War— 2 mp?
_ d+2nks
- —atPP (465)
w 2 L[ avsviB(v)
dn ]Rd
(273) b, % dV S;(VIM(V)S;(V)

(283) h, 1 d(d—l— 2) n
Yan 2 mB3
d+2 1

= hy (466)

On vérifie bien que les relations (464) a (466) dans le cas particulier d = 3 redonnent celles dans [2].
On en tire donc :

52
_ 467
Co n 7, ( )
2 mpB?
= _ 4
ay d + 2 ’I’Lk‘B R, ( 68)
2 3
by —5mB (469)



Les relations (467) a (469) dans I'Eq. (462) fournissent finalement

fHV) = -M(V) imﬁzmlS»(V)VT + Lmﬁ3 lS»(V)v-n + B b, (V)Vju
B d+2nkg T ! d+2 B ! n 7
(470)
d’ou
1) 8 2m n
n d+2 B
On vérifie que les unités de f()(V) sont bien données par celles de M(V) uniquement.
3.4 Ordre deux
Comme le tenseur de pression P;; défini par I'Eq. (156)
2
Pij(r, t) = péij —n <V1’UJJ + Vjui — d(sUVﬂJ,]) — C&;jVﬂLj, (472)
et le courant de chaleur ¢; défini par 'Eq. (155)
gi(r,t) = —xV,;T(r,t) — pVin(r,t), (473)

sont des grandeurs d’ordre 1 dans les gradients, alors leur insertion dans les équations de bilan (39)
engendre des contributions d’ordre deux dans les gradients. Ainsi il existe des termes d’ordre deux
(Burnett) qui contribuent a ’ordre Navier-Stokes, et la connaissance de f(?) s’avére nécessaire [2]. En
effet, les coefficients de transport obtenus précédemment ne sont valables qu’a ’ordre Navier-Stokes :
on a utilisé P;; = p(98;; et ¢; = 0 pour obtenir I'équation de bilan d’énergie (67). Néanmoins, il a
été montré dans le contexte du gaz faiblement inélastique que ces contributions étaient négligeables
devant celles d’ordre 1 [2]. Dans la limite élastique qui nous intéresse, elles sont environ 10* fois
plus faibles que I'ordre linéaire.

Nous allons donc par souci de simplicité négliger ces contributions. Ainsi, lorsque la probabilité
d’annihilation p est proche de zéro, cette approximation devrait étre bien justifiée. Par contre,
pour p < 1 lannihilation domine et nous ne savons pas a priori si ces termes d’ordre deux sont
négligeables. Nous supposerons néanmoins que tel est le cas en bonne approximation.
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3.5 Résumé

Les Eqs. (235) donnent les coefficients n*, k*, et u* de fagon implicite. Il faut résoudre le systéme
(sans difficulté technique). Résumons ce qui a été obtenu :

2
Py = p0s;—n <Viuj + Vju; — d(Siijuk) , p =nkpT,
qi = —kV;T —uVn,
. o_on 1
T N T vr — 1O
n — 2PST
" K 1 1 e . d—1
o= B o e+ S ).
ko v — QPfT 2
uwo= = = " — |p§r KT+ 2a2 | ,
Trg 2uy, — 3per” — 2pey) 2d
oo _ (16 + 27d + 8d? _ —2880 — 1544d + 2658d% + 1539d3 4 200d*
S B F7 “ 32d(d 1 2)
d—1 1
+(1 —p)T |:]. + 64202:| s
. (3 + 6d + 2d> 278 + 375d — 96d? — 243 1
o= P|T gy @ 256d(d + 2) =P |1=5p2az)
2 d+2 1
0 _ S etz 1- -9
n ” 1 ( 32772 )
(0)
(0)= T d+2 8d + 11
= 2 - 1 2
T ” 8d < Ty )
d(d+2) kg p© ©)
Ko 2(d_1)m7707 Mo l/07 p nkpd,
 d+2 T(d/2) VmksT
o = 8§ pld—1/2 gd-1 -
(474)
Les équations de bilan (39) sont (en tenant compte des Egs. (54) & (56) ainsi que (63), (65), et (67)) :
O+ Vi(nui) = —pn[&l? + €],
ks (0) | (1)
Oru; + %vjpij +u;Viug = —pur[€,) + 8.1, (475)

2
0T 4+ u;ViT + —— (Pi;Viu; + V;q;) —pT'| (TO) + f(Tl)]y

TL]CBT
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ol &S(z) = 0 par ’Eq. (138). Les taux de déclin a l’ordre 1 sont :

(121) 2
Stl) = Ew[f(())v f(l)]v (476)
(122) 1 1
nvr nvr
(1 12 2 ) g, T e0) p2py, ™ 2 60) £(1) A

ou on a redéfini &,, = &,,/vr pour avoir les dimensions d’un taux, et

wif,gl = Ud*lﬂl/ dvidvs [viz|g(ry, vist) f(re, va;t), (479)
R2d
1 e
FONV) = MV)[1+az8(c?)], M(V):%M(c):%me - e= o (480)
fOwv) = —B—gM(V) _2m Si(V) (5ViT + puVin) + 2Dy (V)Vus (481)
n d+2 [ % HVi ﬂ 1] g -

Les taux & l'ordre 1 peuvent donc étre calculés explicitement avec les relations ci-dessus.

3.6 Taux de déclin au premier ordre
3.6.1 Démarche générale

Pour obtenir les équations hydrodynamiques a I’ordre Navier-Stokes, il faut encore calculer expli-
citement les taux de déclin & ordre un. Interviennent alors les intégrales w[f(*), V], w[VF f© VI f]]
(k,1) € {(1,0),(0,1)}, w[VEfO VD] (k1) € {(2,0),(0,2)}. On va donc devoir procéder en sui-
vant une démarche générale en exploitant les symétries, jusqu’a un certain point. En effet, les termes
de contribution non nulle dans w[V*f(© VW] (k1) € {(0,0),(2,0),(0,2)}, seront de contribu-
tion nulle dans u)[Vi’C O, Vil f (1)] et vice-versa, a cause de la modification des propriétés générales
de symétrie due aux poids. Notons ainsi

wlAf©, B, (482)

" (AvB) € {(la1)7(V22a1)7(1"/12)7(‘/21'71)’(17‘/11')}- (483)
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On a donc

wlAf©O, BfM] = Ud_lﬁl/ dvidvy [vig| X
R2d
3 2
XM(VQ) []. + GQSQ(C%)] A(VQ)B(Vl)

O'd_lﬁgn —e2 2 9
= —61TUT/ . dcides |c12|e le 2A('UTC2)B(UTC1) [1 + G2SQ(C2):| X
R2

2m n

o?183n 2m
= _/81 d vT
T

(H,ViT + uVm) dC1 dCQ A(UTCQ)B(UTcl) X
d+2 R2d

d+2
2

><\012|e*cfefc§ 1+ agSg(cg)] (T;Lv%cf — k'BT> vrcy;
O'dilﬁgn

_61 g UT%v]‘ui/ ddC1dC2 A(UTCQ)B(’UTcl) X
R2

™

1
X‘612|67C§e*03 [1 =+ (1252(0%)] m ('U%CMCU — d’U%C%(Z‘j) . (484)

Passage dans les coordonnées du centre de masse :

Ciz2 = € —C ci = C+icps
) — X (485)
CcC = §(C1 +c2) cec = C-— 5C12
Ainsi
Ad+c = 20°+ i, (486)
C; = C? + iC%Q + (C . C12) (487)
d+2 dld+2
Sa(@) = -2, A0r2)
2 4
1 1 1 d+2 d+2 1
504 3*204112 + 102032 Ty c? — s cly + §(C -c12)?
1 d(d+2 d(d+2
“C(C )~ 1 (C o) + WD (o) + MED sy
ce qui donne dans (484)
od=153p 2m
W[Af(o)’Bf(l)] = -5 ﬂ_f de+2 (HV1T+,U,VZTL) I
O’d_lﬁ?’n n
_51T’UTBVJ'U¢I2, (489)
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ou

L, = / dcia \012|e_°€2/2/ dCe_202A(vT02)B(vTcl) X
R4 R
[CQ icu +(C-ecy2) — d;Q} (C’i + ;cul) [1+ az85:(c3)] (490)
=K1
L, = /R dc12\012|e_ci2/2 /]Rd dCe_2CZA(vT02)B(vTcl) X

d d (¥ 4612 d (¥

= K>

Kc + cm) (o + ch) L, tste, 16--(C-012)] 1+ azSa(c3)], (491)

avec So(c2) exprimé & laide de (488) en fonction des nouvelles variables. Utilisant x = kgr*,
= (Tko/n)p*, n=mnon", ko = d(d + 2)kp/[2(d — 1)m)]no, il vient

(d—1)/2 Ud—153n 2\2 2m m
AfO gry — _T il T
wlAf™, BfY] T4 Gm) dr22 (VT + pVin) I
(d-1)/2 ~d—1233 ) 2
s o 18°n 77V A

T Bm\ Gm A

rd/2) 1 d(d+2) L1 L1
= - — =V, T —Vin |1
F(%)ﬂ'd —l)an ATV + p nVn
me)1d+2
T (41 7d V2V ju; . (492)

La démarche consiste ensuite a développer K et Ky (& ’aide d’un logiciel de calcul symbolique) et
éliminer les termes dont la contribution & l'intégrale sera nulle pour des raisons de symétrie. Ainsi,
on constate que les termes suivants seront de contribution nulle :

/ d012 |012|"e_0§2/2/ dC Cwne_Zczl*—’(CJ7 012) = 0, (493)
R4 R4
F(C,ci2) = {Ci>012i7 C‘C12j, (C- (312)2er1 Ci(C - c12)?, C12:(C 12)p

C C (C 012)2p+ Clglclgj (C C12)2p+ C 6123 2p} (494)

ol p € N. Il y a donc nullité dés la présence d’une puissance impaire de 'une des deux variables
(ou les deux). En effet, pour s’en convaincre il suffit de faire le changement de variables (C, c12) —

75



(=C,c12) ou (C,c12) = (C,—cy2) ou (C,c12) — (—C, —c12), selon les cas. On obtient :

1 1 1 d d
K, = _5012i+502012i+§0%2012z C; +C*C; + 0120 1612 C + CI2Z(C Ci2)

1 1 3
—&-C’,-(C . 012) + as 5020121- — 7040121' + *060121' + gC%QCui — 7026%26121' + *040%20121-

3 3
640120121 + C 612C121 256612C12Z + C C - 7040 + C6C + 0120
3 d
_7020 C + 040%20 C]QC + 026120 + 1280120 4012i + 70 C12;
3d 3d 3d 3d 3d
——040121 + 160120121 — O 012012z 12804112012z — C + CQC — 3fdcﬂl(j
3d 3d 3d d? d? d2 d2 2
8 CIQC 02 QC 0120 1 —C12; + ZC2CI2Z 1661201% C + d CZC
2 d3 d3 1
d
8 —c1,C — 16012 gci - 1040121‘((3 -C12) — *CQC%QCI%(C “C12) — 640120121(0 Ci2)
1 1 d
—§C4Ci(C . C12) — 1026%201(0 . 012) 320120 (C C12) 46121‘(0 . C12)
d d d d
+*CQC121‘(C -c12) + §C§2612i(c -C12) — 501'((3 -c12) +dC?*Ci(C - e12) + ZC%QCi(C - C12)
3d2 d? d? 3d?
—?0121(0 ci2) + C c12i(C - c12) + 160120122(0 Ci2) — 70 (C-ci2)
d2 CQ d2 9 3 d3
+— 5 Ci(C-c12) + gclgc’i(c - C12) — §C12i(c - C12) — Zci(c - €12)
1 1 1 1
—16121'(0 : 012)2 - 1020121‘((3 : 012)2 - 160120121(0 C12) - 501'(0 : 012)2
1 1 3d 3d
—50201‘(0 cc12)? — gC%QOi(C “c12)” + §012i(c cc12)” + Zci(c -c12)”
d? 5 | & o 1 3, 1 3
+chzi(c -C12)” + ?Oi(c -C12)” + 10121'(0 -c12)° + 501'(0 -c12)° |, (495)

76



1 1 1 1
Ky, = 7612124 + 50123'01 + 2012zC +CiCj — 51] 4d5”612 d5ij(C “C12)
1 1
+az | — 1020121‘6123' + §C4012icl2j - 166120121612] + C clyC1iC1a; + 12801201210123
1 1 1
—502612]‘01‘ + 10481%‘0 8612012]0 + O 61261230 + 64(}12012JC *020121‘0]‘
1 1 1
+104612i0j - gC%QCmiCj + gc ClgclgiCj + 6481261210 C C C + O C C
1 1 1 d d d
18%20103‘ + 1026 C C —|— 6120 C + 61216121 - *O C12:C125 — 39 612612161%
d d d d
+1012j0i - 10261%0 16012012]0 + 4612,'Cj - 102012103 1681261210 + C C
d d d? d? d? 1
,50201,0, 6120 C’ + 60122012] + glejCi + gcij + inCj - 551'3'02
1 1 1 1
+*§ijC4 511012 + 52102012 T3 5ijcil2 + =850 = 56,;0° + 6,02ty
d 2d 2d
1 1 d d
52104‘312 16d5”612 32d5wc2012 128d6”012 45ij02 - E‘;ijcfz
1 1
*ZC C12i012j(C : 012) 166126122612](0 012) C2Cl2jci(c : C12)
1 1
—§C%2012j0i(c . 012) — 50 ClgiCj(C . C12) - gC%QClgiCj(C . 012) - C2CZCJ(C . C12)
1 d d d
ZC%QQC]‘(C -ci2) + 201210121'(0 -c12) + §C1szi(C -c12) + 56127;Cj(c - c12)
d? d? d?
+dCZCJ(C . C12) + gcmcuj(c . C12) + chngi(C . 012) + ch2iCj(C . 012)

d? 1 1 1 1
+?CZCJ(C . 012) — 5(52](0 . 012) - 5(5”02(0 . 012) - gdijC%Q(C . 012) + féijCQ(C . 012)

1 1 1
+ﬁ5ij04(c . C12) + @6@‘0?2(0 . C12) + @(L‘J‘CQC?Q(C . Clg) 5”612(0 C12)

32d
d d d 1
—15@(0 - C12) — §5ij02(c -Cl2) — g%‘C%z(C -c12) + §012i012j(c - c12)?
1 1 1
+ZC12jCi(C -c19)? + ZCij(C -c12)? + §Cicj(c -c12)? = 6;;(C - c12)?
1 d 1
+27d52]C2(C . C12) 8d5”612(c 012)2 — 55”(0 . 012)2 — Q—ddw(C . C12)3 . (496)

Observant ’ensemble (483) donnant les moments multipliant K; et Ks, on constate que dans
les nouvelles coordonnées C et c12 on obtient les moments pairs {C?, c25, 1} et les moments impairs
(C - ci12), Cy, et ciaq, o0t ¢ € {1,...,d}. Ainsi nous devons établir séparément quelles sont les
contributions non nulles de K7 et K5 pour les différents poids issus de A et B. Les contributions
non nulles correspondantes seront ainsi notées

g g©Cen) G gema 19 g=1,....d (497)

K3 K3
Par exemple, KZ.C ¢4 =1,2, sera défini par les termes de K; qui vérifient
/ deqo |612|e_6?2/2 dCe2¢” (C’in) = / decqg |012|e_cf2/2 dCe2¢” (CQKZ-C‘Z). (498)
R4 R4 R4 R4
2 2
Notons que par symétrie KZ-C 12 — Kil’l. Ainsi, on voit tout de suite que

2 2
C=,c1y

K2 =, (499)
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car chaque moment de I'Eq. (490) comporte un terme impair C; ou c¢12;, sans produit C;cio;. Ceci
se vérifie facilement aussi explicitement & I’aide de I'Eq. (495). De méme, pour des raisons similaires
on établit que

K{Ce) — ¢, (500)

De plus, on constate de ’'Eq. (491) que chaque moment sera de la forme Cjci2; ou (C-cq2)?, p > 0.
Donc si on multiplie ces moments par Cy ou ¢4 leur contribution sera nulle. Ainsi

KSe = K5 = 0. (501)

A nouveau, ceci peut étre vérifié explicitement avec ’'Eq. (496). Utilisant ces résultats, on obtient

pour les différentes valeurs de A et B.
e (A,B)=(1,1):

1,1
I

/ dcis |C12|e—c52/2/ dCe 26" KICZ’C?2 (499) 0, (502)
R4 Rd
Lt o= /Rd dera [eiale™/2 /]Rd dC e—2¢” KZ,CQ’”?Z. (503)

o (A, B) = (VZ,1) : utilisant 3 = C? + ¢3,/4 — (C - c12) il vient :

2 2 2
Ilvz - . ’U%/ deqa |012|67612/2 dC 6720 X
Rd R4
_ ) _ (499)
2 2 2 2 5
« CQch C12 4 ZC%Zch Ci2 (C . C12)K§C'c12) (io) 0, (504)
2
13/2 = = U%/ dC12 |C12|6_C%2/2/ dC 6_202 X
R R4
[ 2 .2 1 2 o2 . i
x [C7Ky 2 2ed Ky = (Chei) KT | (505)
e (A,B) = (1,V?) : utilisant ¢ = C? + ¢2,/4 + (C - ¢12) il vient :
j'll’v12 = v%/ decio |c12|e_c§2/2/ dCe~2¢"
R4 Rd
- 1 _ (499)
2 2 2 2
% |CHRT R 4 2 K 4 (C i) KOO 52, (506)
1217‘/12 = U%/ deyo |012|eicf2/2/ 4Ce™7"
Rd R4
i 2 .2 1 2 .2 c ]
X [CPKy 2+ S Ky 4 (Cen) KT (507)
o (A,B) = (Vaq,1) : utilisant cg = C — ¢12/2 il vient :
_ ) o
I¥2q71 = 'UT/ deyg |012|eic§2/2/ dCe > Oqucq — sci2 K| (508)
R4 Rd L 2 ]
- ) 7
I;/2’1 = UT/ dcyo |C12|67C32/2 dCe2¢° Cqchq — Sc12 K L 0. (509)
R4 R4 L 2 J
e (A,B) = (1,Vi,) : utilisant ¢; = C + c12/2 il vient :
_ ) o
Ill,qu = UT/ dC12 |c12|e_6%2/2/ dC 6_202 CqKICQ + *Clqulnq 5 (510)
R Rd L 2 J
- ) ]
I21’V1 = vT/ dcia |012|e_0§2/2/ dC e—2¢” CqKQC‘I + 5012(1}{212‘1 (501) 0. (511)
R Rd L |
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Notons

/:/ d012‘012‘€76?2/2/ dCefQCi (512)
R4 R4

alors nous constatons qu’il est a priori nécessaire de calculer les 5 intégrales suivantes :
2 2
[0 [@ 1)K [©@ewn®. [Crl [ankiv. G

Néanmoins, comme S(Tl) est proportionnel & la somme des Egs. (505) et (507) (et (503)), on voit

que le terme [(C- clg)KéC'cu) se simplifie. De méme, pour fq(i) qui est proportionnel & la somme
des Egs. (508) et (510), I'intégrale [ cio,K;'*" se simplifie. Il ne reste donc effectivement que 3
intégrales & calculer :

2 2 2 2
/Kf <2 /(02 + 1) Ky e, /Cquq. (514)

Utilisant les Eqgs. (495) et (496) on trouve

c? 1 1 1
K§™ = oo + GiCy = 205C% = L0ichy
L o Loy 1 1
+az| — ZC c12iC125 + fC C12iC12j — 166120121612J -|- C’ 6120121612J 1286126121012]

1
—ﬁ@q+%&@q 160iC; + quc+ﬁfg

d d d2

d
CiC; + 0121012]

—§C26121‘012]’ 320120121012j + CC C2CiCj chC’C + 166121012]
+d£0i0j - %5@'02 + 552']'04 - *5@‘0%2 + 15@'020%2 + 5w012 + %04 21d 0 C°
+$5MCQC%2 - %517‘046%2 + 16d5”012 32d 5:;C%cly — 128d6”612 Z‘SUCQ
%&'jc%z — %Caclng’i(C C12) — éeizcmci(c - C12) — 50 c12:C;(C - c12)
_éC%QCIQng‘(C -ci2) + gcl2jci(c -c12) + gcmcj(c -c12) + dZQCIZjCi(C - C12)
—i—dzzcmcj(c -c12) + %CIQiCIQj(C -c12)? + %CZC]‘(C -¢12)? = 6;;(C - c12)?
—1—551-]-6'2(0 c12)* + 8d(5”012(C c12)? — g§ij(C -c12)?|. (515)
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1 1
= Sa2;Ci+ B

1
B 7(51-]-(0 . C12)

d
e, ot ot o e oo Loret e,
+as 20 012307, + 40 612]01 861261%01 + 80 612612307, +

K§C~c12) ClQiCj N

1

64612612]0

1 d
61261210 +

64 16129 C

1 1 1 1
*5026121'0]‘ + 1040121‘63 — gC%QCmiCj + gCQC%QCmiCj‘ +
2

d
6120121C + 3

d d
Cl2iCj - 102012103 16

1 Cl2jCi

d d
7102012]'0 16012612]0 +
d? 1
+§0121'Cj - 1020121'01%(0 : 012) - 1*60%20121‘0123'(0 : C12) - CzCiCj(C : 012)
1 d d?

C%QC C (C 012) -+ 4012101% (C C12) =+ dC C (C 012) gclgicuj(c . C12)

d2 1
+?C7,CJ(C . C12) - *(5@‘(0 . 012) - 55”6'2(0 . 012) - *(5ijC%2(C . C12)

1
+7(5¢j02(C . 012) 2d6”0 (C . 012) 4d5”012(C 012) 4d(52]C2012(C C12)

1 d d
32d5u012(c ci2) = 70i(C - e12) — 55@'02(0'012) - §5ij012(c'012)

1 1 1 .
+1012jci(c : 012)2 + 10121'03‘(0 : 012)2 - ﬁéij(c : C12)‘3 . (516)

d
chq = —-C +CZC + CIQC C + 20121(0 C12)
+ag |C?Cy — §C4Ci + 50602- + 0120 CQC 2Ci + C’4cf2C 5 cuC

1 d

+302c‘1‘20¢ + 1286120 SCi+ —CQC - —040 + = 3d c15Ci — c2c§2cy-

3d d> 3
64611120 C’L + 70201 + *C%QCZ' - 701 - *040122'(0 . 012)
d
—§C2012012i(c -C12) — 640126121(0 ci2) — 10122(0 ci2) + C c12i(C - c12)
d, 32 , d2
+g012012i(c -Cl2) — ?CIQi(C -C12) + ZC c12:(C - c12) + 160120121(0 ci2)
d3 d3 1 1 1
—§C12i(c “C12) — Zci(c -Cl2) — 502‘(0 -c19)? — 50202‘(0 “cr2)? — gC%QCi(C -c12)?
3d d? 1
+ C;i(C - c12)* + Eci(c -c12)? + 10121‘(0 ce12)?|, (517)

\% . P
Ecrivons aussi 'expression de K;'*? car les intégrales I Via ot I 20! prises séparément (et non leur

somme qui elle ne fait pas intervenir lintégrale avec K112“) sont nécessaires pour un calcul des
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Sects. 3.3.4.5 et 3.3.4.5.

c 1 1 d
K™ = —gonit 5026127: + §6%2012i — g2 + Gi(C-e1z)
1 3 1 3 3 3
+asg 5026122' — *040121‘ + 1066121‘ + §C§2012i — *CQCfgcui + ECAC?ngi 64612612z

3 d 3d 3d 3d , 3d
“1‘67402641126127, 2560120121 4012¢ + CQCle - *048121 16612612z - E026§2612i
3d d? d? d2 d?
128 ——ClaCr2i — 7 Gz + C c12; + 16012612z BT §C4Ci(c - C12)
1 d
—1026%207;((3 . C12) — fC%QCL(C . C12) — *C,‘(C . C12) + dC2Cz(C . C12)
d 3d2 d?

—&—76?201-(0 . Clg)

1 —C; (C 012) + 020(0 . Clg) + gC?QCZ(C . 012)

4

&3 1
_Zc’i(c : C12) - 10121:(0 : 012)2 - 1026121(0 : C12)2 - 16012612z(c C12)2
3d d? 1 )
+§C121(C : C12)2 + Zcui(c : C12)2 + 507:(0 . (312)d ) (518)

Notons que l'indice ¢ est noté a présent i. Ceci n’a pas d’importance dans le résultat final a
cause de l'isotropie des intégrales. On voit apparaitre dans les expression (515) & (517) des termes
du type Cjci12jCrciox ainsi que C;C;(C - ¢12)? = C;C;CrCieiapciz, qu'il faut intégrer. Nous aurons
donc besoin de plusieurs relations intermédiaires, présentées dans la section suivante.

3.6.2 Relations intermédiaires

Pour établir les expressions des intégrales cherchées, nous aurons besoin des deux lemmes 3.6
(page 51) et 3.7 (page 52). Définissons

a n —G/ZIJZ 7rd/2 F (dJr?n)
°[n] = /IR e = e (519)

et notons dans les lemmes mentionnés ci-dessus M;;[n] = M{[n], M;juln] = M, [n]. Ainsi, comme
Mg = M?;; o M est défini par 'Eq. (354), alors

MM = Mg M = M®M® (520)

De plus ) )
Mg My =dM*M* . (521)

Lemme 3.9 Soit Mkl défini par le lemme 3.6, et M“kl ainsi que b* définis par le lemme 3.7, alors

d+2. .
M, My = b M, (522)
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Preuve. Utilisant ’Eq. (360) il vient

3

’ / ba ’
M’{;’klMlgl = b*M° 6ijkl(5kl +§M(L [51“7‘(5“(1 — 5ik) + 5ik6jl(1 — (51']') + 5il6jk(1 - (5”)} Orl
——

=0i;0k10ik 0kl
=0i5 2 4 Ok1dik
=5i;

= baMa/(Sij + bgaMa, [513 Z 6k’l(1 - 51,k) 1 - zy Z(glktsjlék‘l+ - zy Z 6zl6]k5kl ]
kl

R — \—,_/ \q,_/
=251 Okt =22 Sik 22 Otk =25 ik 221 0510w ="k ik 21 GOkt
=d—>, Sik N—_—— ——
=5k =ik
=05 =0ij

’ ba ’
= VMY E, M [615(d = 1)+ (1= 62)0; + (1 = 657)035 |

=8ij =582 =8ij =083
20 20
= b*MY6,, (1 + L; 1)
d+2
_ %ba M7 5y, (523)
ce qui est bien le résultat cherché. [ |
Lemme 3.10 Soient My, et b® définis par le lemme 3.7, alors
a a, d + 2 a a
iklmA jklm = — b 5 (524)
Preuve. Utilisant ’Eq. (360) il vient
/ be
Mim M, = |:ba5iklm + 35 {0i01m (1 = 0i1) + 0:10km (1 — Oik) + Oim S (1 — 5ik)}:| X
ba
X |:ba6jk:lm + 3 {05£01m (1 = 051) + 010km (1 — djk) + djmOna (1 — 53‘1@)}}
= baba/éiklm(sjklm
b
+— 3 Oiktrm {9jk01m (1 — 651) + 010km (1 — 0jk) + OjmOki(L — 01) }
bep
+— 3 Ojktm {0ik01m (1 — 0i1) + 0:10km (1 — 0ix) + OimOri (1 — dix) }
baba
{0ik01m (1 = 031) + 6510km (1 — 6ir) + SimOri (1 — b ) } X
X {0£01m (1 — 851) + 0i0km (1 — 0jk) + OjmOri(l — 0;5)}, (525)
avec

SiktmOjkim = D _ OikOkiOtm Ok OkiOim = Z Oik0jk Z Okt Z Otm = 04, (526)

klm
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Giktm 05k 01m (1 — d51)

Oikim010km (1 — d55)

OiktmOjm Okt (1 — d1)

Z 0k Ok101m Ok Otrm — Z 0ik0k101m Ok O1m 0 1

klm

> Gkl Y Ok > O — Y Oindik > kbt Y Oim
P I m P ! m
Sij = Y Oi0jkOk;
p

- (527)
Z 0ik0k10im 6 10km — Z 0ik0k101m010km O jk
klm klm
> Gk Y 0wt Y Okm — Y Oinbik D 0kidit Y StmOkm
% l m % l m
- Z5ik5jk5kj6jl5lk
k
0, (528)
= Z 0k Ok101m O jm Okl — Z 0ik0k100m O jm Okt 0k
klm
= ) 0k > kY Ommbim — O OikGik ¥ Ok Y Otmbjm
k 1 m % ] m
— 55
(529)

Pour les sommes avec 0k, il suffit d’échanger les indices ¢ et j dans les Eqgs. (527) & (529), pour
obtenir ainsi la nullité de ces sommes. Le calcul des autres termes de ’Eq. (525) donne

ik Oim (1

— 04)0k01m (1

—0j1)

Z 5ik6hn5jk6l7n + Z 5ik5l’rn6il6jk(slm5jl

kim kim
= GikOimOitdjnlm — > ikOim Ok O1m 01
klm klm

Z 67,165]1@ Z Z 5lm + Z 61]65]]6 Z 5Zl5jl Z 6lm
*Zézkéﬂc Z§zl25lm Z&k‘%kz%l Z(;lm

d(sm + 6 — 5” - 5”-
8ij(d —1), (530)

83



ik Otm (1 — 61)010km (1

6ik6lm(1 - 5il)5jm5kl(1 - 5jk)

3i10km (1 — 64 )0 j101m (1

—0ik) =

—0) =

Z 0ik0tm9510km + Z 0ik01m0i10510km Ok

klm klm
= SikGimOitSinOkm — Y _ OinOim0j10kmdjn
klm klm

Z S Z 81 Z St O + Z Sin ik Z 8:101 Z S1mOkm

- Z Sik Z 8101 Z StmOkm — Z Sik0jk Z 51 Z StmOkm
Z Sk Z 810 + Z Sidjk Z 8:161011

— Z S Z 810101k — Z Sindjk Z 8101

iy + Z 0ir 05k 05505k — Z 0ik0ij0ik — 03
% e

0, (531)

= Z 0ikOtmOim Ot + Z 0ik01m0i10jmOkidk

kim kim
- Z 0ikO1m 010 jm Ok — Z 0ikO1m O m Oki ik
klm klm

Z 61]{2 Z 6k:l Z (Slm im + Z 6zk5jk: Z 6Zl5jl Z 6lm im
*Zélkzazlzélm im Zdzk(sjkzgklzélm im
0ij + Z 0105104505k — Z 0ik0ij ik — 0ij

k k

0, (532)

Z 0310km 95k 01m + Z 0310km0ik 051 01m 01

kim kim
- Z 0i10km 0k 0k 01m — Z 0i16km0k01m 01
klm klm

Z (Sjk Z 5zl Z 5km5lm + Z 5lk5jk? Z 5Zl5jl Z 5k:m(slm

m

- Z Oik0jk Z it Z OkemOtm — Z Ojk Z 03101 Z Okm Oim
3 ] m 3 ] m

= (5”' + 52‘3‘ — 6ij — 61‘]’
= 0, (533)
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0i10m (1

0310km (1

Sim Ot (1 —

5im6kl (1

— 0ik)010km (1 — 0j)

— 0ik)0jmOri(1 — 1) =

0ik)0jk0im (1 — 1) =

— 0ik)010km (1 — 0j)

= Z 0310km9;10km + Z 0310km0ik0510km O jk

klm klm
- Z 0i10km0ik0;10km — Z 0i10km9;10km Ok
klm klm

= Z Z 01651 Z Okm + Z Oik0jk Z 01651 Z Okm
ko1 m % I m
=D 0k Y 0ubit > Okm — > Gik D b1 > Skm
% 1 m 3 ] m

= d(;” + (51']' — 61’]‘ — 51']'
= 0;(d—1), (534)

Z 0i10kmOjm Okl + Z 0310km0ik05m Okt

klm klm
- Z 0i10km0ik0jmOr — Z 0310km 0 jm Ok10jk
klm klm

D7 6udkt Y Skmbjm + > ikbik Y 06kt D SkmOim
k1 m p ! m
= 0k Y bk Y OkmOim — Y ik O 06k D SkmOim
k l m k l m
> Sk — 0
k

0, (535)

Z 0imOk10;k01m + Z 0imOk10ik0;101m 1

klm klm
- Z 0imOk10ik0;k0im — Z 0imOk10k01m 051
klm klm

D 0k > Ok Y Simbim + > kb Y 0kdjt Y Simbim
K ! m k ! m
= 0ikGik Y Okt Y Simim — Y 0k D 0wt Y Simbim
k l m k l m

dij + 0ij — 0ij — i
0, (536)

Z 0imOk10510km + Z 0imO0k10:50510km 05k

kim kim
- Z Oim0k10ik0510km — Z 0imOk1010km Ok
klm klm

Z Z Sl Z Sim Okm + Z Sk Z 801 Z SimOkm

_ Z Sin Z Sri1 Z Sk — Z 8k Z Sr1dj1 Z SimOrm
Z Sk Z Skl + 0 — 0y — 0y

Z(sm&jk — 8y

0? (537)
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OimOki(1 — 0ik)0jmOpi (1 — 651) = Z OimOk10jmOrt + Z 0im0k10ik0mOkiOjk

klm klm
- Z 0imOk10ik0imOrt — Z 0imOk10imOkiljk
klm klm

= D > 0> Simbim + > Oikdik ¥ kidin D Simjm
k l m k l m

=D 0k Y 0> GimOim — Y ik D0kt > imOim
k l m k l m

= déw + 5ij — 51'3' — 51']'
0i;(d —1).

Utilisant les relations (526) a (538) dans (525) il vient

/ bobe
a = baba (5” + 9 3(d — 1)5”

z%clm Jjklm
/ d—1
= ;b |14+ ——
(57

- —d+2b“ba 5

5K

ce qui est bien le résultat cherché.

Un corollaire immédiat du lemme 3.10 est :

d(d+2)

’ !
a a _ apa
Mklmn Mklmn - b*o" .

3.6.3 Calcul des intégrales

3.6.3.1 Premiére intégrale On a:

c?,c2, (512 _e2 _ ,
K2 €1z (: ) dcia |012‘€‘ €12/2 dCe 20? K 612
R4 R4

(538)

(539)

(540)

(541)

ce qui en utilisant les résultats de la section 3.6.2, les notations des deux lemmes 3.6 (page 51) et 3.7

(page 52) ainsi que de I'Eq. (519), on trouve aprés simplifications

2 2 1 1
/Kf g [4M1/2[1}12[O] + IRAME[0) - STV -

d+2

raady| = SEEMPER + a0 -

1 1 d+ 2
+EM1/2[3]12[2] + ESMVQ[E)]IQ[O]
d(d+2)
16
[1]77[2] +

700~ 5o

—311/2[3]1\42[0] + 311/2[3]M2[2} + ﬁ11/2[5]M2[0] -
—i—@Il/Q[l]MZ[O} — 511/2[3]1\42[0} —

_d%’Q 71/2
_%11/2[3}12[4} -

—éM1/2[3]M2[0] +

wﬂ/?
4

wﬂ/?

d+2
12 11/2
3720 + L2 -

4d
3

32711/2[5]12 2] —

@bm
24

[3177[2] +

128d
o]+ CE2 a2l
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LB
;2M1/2[3]12[O]
— 21V M[2) + 51r1/2[1]M2[4]

M) [0]
d+2 )
2

L) - %Ml/z[l]MQ 2

[1177[4]

(542)



3.6.3.2 Seconde intégrale On a:
/ (C? + 2, Ja) kS eie O /R ders |cyaleCi2/2 / dCe 2C%(C% + 2, AKS 2. (543)

Cette intégrale a essentiellement déja été calculée. En effet, il suffit de reprendre 'expression (542)
dans laquelle on incrémente de deux unités le compteur en seconde position dans les produits 1M,
MI, II, MM, bM, et Mb, expression a laquelle on ajoute encore 1/4 fois 'Eq. (542) dans laquelle
on incrémente de deux unités le premier compteur.

3.6.3.3 Troisiéme intégrale On a :
/(C . C12)K§C'C12) (5;2) /]Rd dC12 |012|eic%2/2 /]Rd dC 87202 (C . c12)K2(C'C12). (544)
Utilisant ’Eq. (515), on obtient ainsi aprés simplifications :
(C-C12) d - 1 1/2 2
(C-Clg)KQ = 5”TM [1]M [O]

Ld; 202+ MY

+a25ij |: —

MDD pprggiarzio] + LM + e M50
5(d +2) 1/2 2 5(d +2) 1/2 2
SR A M) - R M
o0 M) g 0 BIME0)
2 2
+5d(dQ+)b1/ 21| Mm? [0]} : (545)
3.6.3.4 Quatriéme intégrale On a:
/ 0, kG "2 / ders |eraleci2/2 / dCe 2", K", (546)
R4 R4

Utilisant ’Eq. (517) on trouve aprés simplifications :

[ et

Big { 22 pgaio) + 12 )M2R) + LIYEM(0] + L M)V

+a28;, [M;—FCFIIMU]M? [2] — @11/2[1]]\42[4] + 511/2[1]]\/‘[2 6]
+W11/2[3]M2[O] XD paggazio) + gty

3(d +2) 3, 1
=S IPBIMR(0] + S 1B M2 + o 1R[] M (0]

2

A d ;) L M) - LMY M) — M)
_6i4M1/2[5]M2 [0] — 5(2 +3d + d?)MY/2[1]M?[0] + @MWU]M%Q]
+@M1/2[3}M2[0] + d;r 2-2+ 35 + 24 M1/2[1]b2[ ] d J6r 2M1/2[ ]52[2]

d;fMl/?[ 3[62[0] + %bl/Q[l]bQ[O] . (547)
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3.6.3.5 Cinquiéme intégrale On a:

c1aq (512) —e2. /2 _92
/012qK1 = Rddclz lcizle ciz/ Rddce

Utilisant ’Eq. (518) on trouve aprés simplifications :

Cerag KT, (548)

/ C,K{ =

+a2(5iq |:

2+ 3d + d?
16
3(d +

128
—d

iMl
32

Ldd+2)
8

_d+2
48

3.6.4 Taux de déclin

On développe et simplifie les expressions (542) a
Combinant les expressions ainsi trouvées avec les Eqgs. (502) a

o (A,B)=(1,1):

o (4,B) = (Vai, 1)

V24,1
Il

Vai,1
1,”

d 1
Siq {—Ml/g[l]lz[()] + 51\41/2[1]12

4(d+1) + d?

— D2BIMP[0] +

: utilisant ¢y =

2+ 3d + d?

1 M1/2[1]12[2] _ 3(d8+ 2)

MY2[1]12[4] + iMWmP 6]

3(d +2)
16

M*Y2[5]1%[0] + %M1/2[5]12[2} -

3

MY2[3]1%[0] — MY2[3]1%[0] + 1751\4”?[3]1? (4]

2) 1 1/2 2
5 M 12[711%[0]
%Ml/Q[l}MQH] -

MY2[)12]0] - £M1/2[3]M2 2]

d(d+2)
2

16
/2[5]1M2[0] —
2)

d
72 +3d+ d?)M*2[1]M>[0] +

d+2-2+3d 42,
3 8

—p2[1]6%(0] |

M'2[3]M7[0] +

d+2
21 1/2
(o) - S5

d+2
6

(1)

(1)
u; 9y ST

5(1)

(511) on trouve :

= o,
It =
= 0,
() ndd+1[ d—1 —70 — d + 26d° + 64°
e 'U% 2 = - — a2 ’
I(d/2) 2 2d d 16
0,
, T () ndd+1

v T(d/2) V2 2d 16

C — ¢12/2 il vient :

T
~ TT)2) md[ “

23 — 24d — 76d?
32

—4d3 + 12d4}

)

88

2]+ S MY2BJ12(0] + M [1] M0

MY2[1]M?]2)

d—1 —70 — d + 26d? + 6d3 V21
d ag = 127.

[1]r2]2]

(549)

(549) a l’aide d’un logiciel de calcul symbolique.

(550)
(551)

(552)

(553)

(554)

(555)

(556)

(557)



e (A, B)=(1,Vy;) : utilisant co = C — ¢12/2 il vient :

L (4t) 7d —195 — 178d — 140d? — 180d3 + 44d*
3+2d 558
"I Taj2) Vasa o T 3 , (558)

Y=o (559)

1,Vis
I

On obtient ainsi tous les w[Af©, Bf(M] par insertion des relations (550) a (559) dans (492).
Les taux de déclin sont ensuite fournis par les Eqgs. (476) & (478). Ceci donne :

2
&) = wlfO, 1]
n
2T(d/2) d+2 d ( 1 1 ) - -
= = n vp | K =VT + u*=Vn ) IFY +V20*V u; I
n (%) 4gd \/i(d—l) T T H n \1,./ K \2,./
=0 =0
= 0. (560)

De méme pour le taux de déclin de température :

(D) _ e f M e0) 2 ) M 2 ) ()
(520)0
m  T(d/2) d+2 d 1 1 LV2 | V2
= — * T * i I 172
nkpTd (B1) " 4rd L@(d_l)“T (“ TV LY ")Lﬁl_l
711,‘/12 Il,V12
-1 1

2 2
V20 Vui(ly +I;2’1)}
~——

~——
=0 =0
= 0. (561)
Finalement, le taux de déclin de "impulsion est :
e = Loy g Ly g
el nop ’ nop ’

1 r()2) d+2[ d
anF(%)néhrd V2(d

1 1 1,V Vai,1
VT =V ) (Y 4 1
_1)UT<K1 Mn n>(1 )

+\/§77*Vjui(121)vu + I;/%l) ]
~—— ——

=0 =0

—86—101d+32d? +88d +28d4
32(d + 2)

B 1 1 (d +2)?
= —Ur </€ ?VZT‘FILL nVﬂL) m |:].+a2

} . (562)

Notons encore I'isotropie du taux de déclin d’impulsion 51(}1.). En résumé :

W=,
1 1 (d+2)? —86—101d+32d?488d> +28d*
n - _ Kl v ANTOR N v PO I P (563)
Sus ”T(“ pVits nvm) 32(d—1){ ? 32(d + 2) ’
M _
v = 0.

Le résumé de la Sect. 3.5 (page 72) ainsi que les Eqs. (563) forment un systéme fermé pour les
champs hydrodynamiques a ’ordre Navier-Stokes.
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4 Stabilité hydrodynamique

Nous avons déja obtenu un ensemble de relations fermées pour les champs hydrodynamiques.
Nous allons ici étudier la stabilité linéaire des solutions autour de ’état de refroidissement homogéne
(HCS : “Homogeneous Cooling State”). Des simulations de dynamique moléculaire [16, 17, 18] ainsi
que de Monte-Carlo de I’équation de Boltzmann [19] ont montré que la solution HCS est instable
pour le gaz granulaire : il y a formation spontanée de clusters de haute densité. L’analyse de stabilité
hydrodynamique du gaz de sphéres dur montre que la solution HCS est stable [2]. Qu’en est-il si
on y ajoute la dynamique annihilante ? Notre étude doit permettre de répondre a cette question.

4.1 Solution homogéne

La solution homoggéne (& I’ordre zéro) de la fonction de distribution f() est connue [15]. Ceci
permet de déterminer les champ hydrodynamiques a cet ordre. On avait trouvé

dn = —pne, (564)
i = —pored, (565)
oT = —pTey, (566)
avec
. L d+2 1

€0 = e 60 =T (1-agg). (567

* x d+2 6d + 13

(0) d+2 T(d/2) VmkgT
_p ©0) _ _a+t mip
vy = %7 p = nkBT, o = 3 ﬂ-(d—l)/Q 0_d71 ) (569)
8 (d-1)/2 _d—1

vg = nkpT T g = anT"/2. (570)

d+2 T(d/2) vmksT

La résolution du systéme d’Eqgs. (564) a (566) n’est plus aussi directe que dans le cas du gaz
inélastique. En effet, la densité n’est & présent plus conservée, et sa décroissance est liée a celle de la
température par les taux de déclin. On a donc un systéme d’équations différentielles non linéaires
couplées du premier ordre. Pour le gaz inélastique, on avait 9;T = —Tg(TO ) ou §(TO ) T2 [2]. La
solution était T'(t) = To(1+t/ty) "2, to = $>(0)/2. Dans notre cas, on a u(t) = uy, et les Eqgs. (564)
et (566) utilisant (570) deviennent

om = —n’T'2q,, (571)
oT = —nT3ap, (572)
(573)
avec
ap = go)*pa, (574)
ar = fg)*pa. (575)

On peut résoudre ce systéme en devinant, par analogie & la solution inélastique, une solution de la
forme

n(t) = ec1(14ct)™, i = cryrca(1 + o)1 (576)
T(t) = 63(1 + C4t)72, o,T = 83’}/2(}4(1 + C4t)7271, (577)
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avec v; € R, i =1,...,4, que 'on insére dans les Eqgs. (571) et (572) pour obtenir

amca(l+ )™t = —c2(1+ cot)?/e3(1 + eat)? %ay, (578)
czyoca(l+cgt)?™t = —ci(1+ czt)“cg/2(1 + ct)®72 2ar. (579)

Pour qu’une solution de la forme (576) et (577) existe, il faudrait que les exposants satisfassent
v1—1=271, 7% =0,v% —1=3v/2, et vy = 0 (ce qui absurde), ou que ¢o = ¢4 = ¢. Dans ce
dernier cas on obtient

creni(l+et) ™t = —c}(1+ct)es(1+ ct) *an, (580)
cseyp(l+ct)? !t = —c(14ct)™ 03/2(1 + Ct)gm/zaT' (581)

Les exposants doivent satisfaire

-1 = 271 +92/2 = 71 +72/2= -1, (582)
")/271 = ")/1+3’)/2/2 " +")/2/2:*1, (583)
d’ou
7 =—1-72/2. (584)
Les coefficients doivent satisfaire
c
ceyr = —ciy/esan =y = —an%\/@, (585)
c3cyy = —clc§/2aT = gy = —aT%l\/a. (586)
On résous ces équations pour ~ys et ¢ :
C1
-2 = —a e
‘ = ¢ = c1/c3(an + ar/2). (587)
1
Y2 = _aT?\/CTS
Donc /G 9
C14/C3 ar
= _—q = — . 588
V2 T c1ves(an +ar/2) 2a, + ar (588)
Utilisant 'Eq. (584) :
—2a, — ar ar 2a,
=-1- 2= =— . 589
m 7/ 2a,, + ar + 2a,, + ar 2a,, + ar (589)
Les constantes ¢; et c3 se trouvent & 1’aide des conditions initiales :
n(0) = no = c1 = no, (590)
T(O) = Ty = c3 =Tp. (591)
Or on sait aussi que
&9 = eWrpant'2, €D(0) = €0 pangTy? = anno Ty, (592)
Y= g pant 2 2(0) = & pano Ty = arneTy/?. (593)
Ainsi
C = noTy*a, +noTy ar/2 = p [€00) + €0 /2] = pig ™. (594)
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En résumé, on a

t\ " _
n(t) = ng (1+p> , Y = —ED(0)t, tor = €90 +&Y )2

to

Ao . (595)
T(t) = Tp <1+pt0) : o= =& 0).

Les exposants de déclin sont indépendants de la probabilité d’annihilation. Dans la limite p — 0,
on a bien n(t) = ng et T'(t) = To, Vt. Les grandeurs to, ,(LO), et 5&9) peuvent étre déterminées
au premier ordre as du développement de Sonine (pour mémoire on a établi précédemment les

(0)«
T

expressions de 57(10)* et & a cet ordre).

4.2 Nouvelles variables et transformée de Fourier

La linéarisation des équations autour de I’état de refroidissement homogéne engendre un systéme
d’équations différentielles aux dérivées partielles dont les coefficients sont indépendants de I’espace,
mais dépendent du temps. Cette dépendance temporelle peut étre éliminée par un changement de
variables spatiales et temporelles, ainsi qu’un changement d’échelles des champs hydrodynamiques.
Soit y € {n,u,T} le champ considéré, yg(¢) la solution correspondante pour I’état homogene,
dy(r,t) la déviation par rapport a I’état homogéne (supposée petite), alors :

oy(r,t) = y(r,t) —yu(). (596)
On va utiliser les nouveaux champs hydrodynamiques adimensionalisés en représentation de Fourier :

Sye(r) = / dle=*1gy(1, 7), (597)

ou 1 et 7 sont les variables sans dimension d’espace et de temps définies par

_ wvon(t) m
1 = 01; ./ T (598)

1 t
S / ds vor (), (599)
2 0
(600)
donc
9o 0 0 (0 wu m__ 9 _wvn) m__9 (601)
8ri o ({97“1' 8ZJ - 8ri 2 kBTH(t) 8lj o 2 kBTH(t) Blj’
0 or 0 o1 [t 0 1 0
o = otor <8t2 / dS”OH<S>) ar ~ 3" (602)

ol l'indice H signifie que la grandeur est évaluée dans I’état homogeéne, c’est-a-dire avec la solution
a ordre zéro trouvée précédemment. On définit ainsi les champs hydrodynamgies suivants :

px(T) = f;:‘((:)) (603)
wi(r) = I@TLH(T)(Suk(T), (604)
(1) = 5;;((:)) . (605)



4.3 Linéarisation
4.3.1 Densité
On a
o+ Vi(nu;) = —pnfr(lo)
= 0(0n+npg)+ Vi[(6n+nu)(0u; + uio )] = —p(dn + ng )Y
=0
= O+ 0mu + Vi( ondu; +npou;) = —pon&l” — e, €0 = vpglD
=0(52)
— 0ton + On +npVjdu; = —p5nV0H§T(LO)* _anV0§7(zO)*'
~—

=—pnugl)
=—PNH l/oH&ng)*

Par intégration sur 1 avec poids exp(—ik - 1) il vient

) / dle™ 150 —pn o el®* / dle ! 4 ny / dle”*1V;5u;
=énk(7)

= —prou§ 0)*/dle7ik'15n 7an£T(L0)*/dlefik-lyo

=onk(T)

1 1
= —vogO0-0n(T) — anV0H§ /dle_lkl—i—nH Vol /dle_lklvl ou,
2 kBTH

parties

ik; [dle— ik 1§y

= —pVOH«f,(LO)*(Snk(T) — an@(lO)* /dl e~y

= 0.0m(r) — pny 260 / dle ™ 4 ik | | — o buse; (1)
kgTh
N————

=wi; ()
(0)=

= —2pr(LO)*(5TLk(T) — 2anl:;—H dle 1y,

= D6y (1) — pnp26l0* /dl e ™ Ling k- wi(7)
———

=kwy (1)
7(10)* 4
= —2pr(LO)*(5TLk(T) — 2pny P dle= 1y,

1 .
— n—aTnk(T) — p2§,(l0)* /dl ekl ikw ()
H

*QPQ(LO)* (T ) 2p&n” /dlefzk-lyo
nH VoH

= px(7)
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Or en constatant que

O0rpx(7) %&nk(r) + nx (1) (—132) Or-npy

= —pnuvou&d”

1
= — () + p(7)2pEV", (608)
ny
d’ou

L0, m(r) = Orpu(r) — 2pi(1)EO”. (609)
ng

Insérant ’Eq. (609) dans (607) il vient

(0)
, 2pE| _-
0 pre(r) — 2060 [ dle= ™ 4 iy = — L dle~ ™1y, 610
p I Vo

Or:

0)x* 0)x* — —
—2pf’(‘) /dle*ik'lyo = _ng,(,) /dle*ik" {nkBT 8_m D2 ot }
VoH VoH d+2 I'(d/2) /mkgT

=anTl/2

(0)*
2]) n 1
5 n jwl/Q

VoH ~N~—— 7L}{13;/2

=VoH

1 ) T 1/2
= —2pe0) — /dle—“"‘nHTj/2 ((Sn + 1) (5 + 1)
TH/ npg Ty
————

/dle—ik'l(an + ng ) (6T + Tyr)'/?

ng

; 10T
20 [t (1 LA 5)
ng 2 TH
= 2 / dle™™ — 2pgD" pie(7) — & b(7). (611)
Insérant I'Eq. (611) dans (610) il vient

O, pre(7) — 2pE© / dle= 1 1 iy = —2pe / dle 1 — 256" oy (7) — pe@* by (), (612)

d’ou

[57 + 2]957(10)*} pi(T) + pED*Ou (1) + ikwy (1) = 0. (613)

A nouveau, dans la limite p — 0 on retrouve bien le résultat de I’hydrodynamique des sphéres
dures [2]. On remarque que la densité est & présent explicitement couplée 4 la température (et non
plus seulement au champ de vitesse).
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4.3.2 Impulsion
Ona:

1
Opu; + u;Viu; + Vil = —porél, Pij =pdi; —n (Viuj +Vjui —

2
5iijuk)

1 1 2
— Opu; + ujVjui + %Vip - %Vj [77 (Viuj + Vjui — déijvkuk)] = —pUqu(i)
=

1
O (Ou; + w; dui + u; i(Ou; + u; —V,;(nkgT
L (6u; + win ) + (6u; + uip )V (6u JruH)ernV,(n sT)
=0 =0(5?)
1 .
—7Vj |:77077 (Vléuj—kvjéul —
mn

2
déijvkéukﬂ = —pur (6T + Ter) /26D, (614)

A nouveau, quli) a une dépendance fonctionnelle dans les champs hydrodynamiques, qu’il conviendra
aussi de linéariser. On a

k
Oyui + =N, [(6n 4 ng) (0T + Ty)]
mn

—0(s2)
ot V., [77077* V;ou; + V.ou; — 25‘ Viouy } = —vag(”
m(én +ng) 7 J J dv i
~—_——
doit étre O(d9) =0(6)
= 85-—|—ka o Vi(ngdT + Tron)
tOU; m 57’L+TLH i\MVH HON

Vj {7701{77* (Viéuj + Vj(Sui - 26ijvk5uk> } = —pUqugli)
———
/CB 5TL 1

nH mng

2
Vj |:770H77* (Vi(suj + VJ(SUZ - déljvkéuk> ]

= *p”UTES,;)

1 kg1l kg 1 m on
hl ) du; + — = oT T —
— 21/H5' u; + = 2I/H\/;Vz + HZ I/H\/;V .
1 1 m 1 m 2
a5 o Vo o 5[ (9 + Ve~ 30,V ) |

Or on a

1 [ m 1 p© m 1 m 1
- — -2 = knT - = v mkgT 616
TIOHQVOH kpTh "70H2170H ipTh 2n0H BLlH knTh 2n0H MmrplH, ( )
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que l’on insére dans (615) pour obtenir

/ kBTH
0-0u; + T
U kBTH Vi, 6T + kBTH

1
—§T]*vl]. (Vliéuj + Vlj(Sui — déijvlkéuk> = _va€(1)
Yo

kB m on

— ——0,0u; + Vi, 0T + Vl

kBTH m kpTH

1 m 2
——n* ) — ) O ) i — =055 = — (1) e — 1
57 v/ T Vi, (V;l uj + Vi, u déjvlkéuk) puré,, k'BTH on . (617)

Passage en variables de Fourier (attention a ne pas confondre Iindice ¢ avec I'imaginaire i = v/—1) :

1/ /dle_lkléuz—&——/dle_’k v, 5T—|—/d1 —““v on
kBTH

= 6uk1

1 m ) 9
e lo—ikly, S s _ 25
o'l \/;/d e Vi, (Vziéu] + Vi, 0u; d(swvlkéuk)
m 2 .
= — _— dl —ik-1 1(1)
p@VOH / ¢ vréu,
rti 1. e . . 5n
parties \/;a Sures + THZki/dle klaTﬂki/dle an

=0T (1) = pi(7)

—f,/ / dle v, (vl Suj + Vi, 6u; — 5lek5uk>
kBTH
= —p,/ dle” ™ eV, 618
kBTH VoH / 7éu, (618)
Orona:

m m
a pr— .
( T Sug, (T)) ,/kBTHa - Ouki (T) + Oug; (7)0- T Ton

=wki(7')
m 1 1
= 8, 0w () + dune ) —o.r
o Ty 00 (7) =+ 01t (7) kBTH< 2) T O T

= wie; (T) :% vorr Ot TH
= T;I "OH( pTu 5(0))
&
= Or0uy; i = 1
i 0r8ui(7) + puna(r) ST (619)
_ ()
T

d’ou

o 00w (r) = Orwna(7) — puia (T (620)
BLH
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Utilisant (620) dans (618) il vient :

Orwii (1) — p’IUkz(T * kO (T) + ikipi(T)

- ﬂ /kBTH /dleﬂk‘vl (vl Suj + Vi, 0u; — déwvlkéuk>

= Vlj Vzi 5uj+vlj V. ,5u1—7vl -V, .6u,-

— _ dl e—Lk -1 (1)
p\/ kBTH VoH / 78,

avec
2 2
Vlj Vll.&uj + Vlj Vl]. (5’U,1 - Evlivl]. 5Uj = (1 — d) VliVlj (5u]- + Vlj Vl]. 5’114, (621)
N—_——
ainsi

Orwiei (T p§T “wiei (1) + ik (T )+zktpk

d—2 .
fﬂ/ dl ek uy — L ™ /dl —ikl\7, V7, §u.,
kBTH / e Vl Vl Uq ]fBTH d e VI,VZJ U

parties Jdle= ™1, su; patbles, Jdlem ™1V, du;
Patties;2p iy [ dle™ ™ 5u, PRt 2 ks [ dle™ ™ Tou;
*kaéum (7) :*kz‘kjfsukj(ﬂ

py/ dle%1y
k‘BTH VoH / 5

= O (1) — PEY wies (1) + ikibhe(T) + ikipic(7)

n* 5 m d—2 m
—k OUk; —716 ki oy | ———O0uy;
TR Ty Ot () g g kaka [ O (7)
\H_/ [ —

= wiei = wi; ()

dle
V k’BTH VoH /

* . ) d—2
— Orwi; (T) —p§T wii (T) + 1kiOk (7) + ik o (T) + % [k‘ Ejwi; (1) + Tkikjwkj(r)

m 2 .
= —p,/ = [ dle ™y, 622
P kTwH vom / 78, (622)

Lemme 4.1 soit wi, la composante du champ de vitesse perpendiculaire a k, et wi sa composante
paralléle, alors

d

-2 2(d—1
d kikjwkj(T)} = Fwi, + 2d-1)

/éi |:klkjwkl(7) + d

KW, (623)

Preuve. notons k = key, wix = wy, + Wik, Wk, = W - €k, Wi, = Wk — Wi, \WkH| = Wk,
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|[wi, | = wk, - On a alors :

d
Z |:]€ k wkl ) + d;2kikjwkj(7'):| = Z /fjkj (Z é\lwkz(T)>

i=1 j=1 i=1
d—2 d d
+T <Z/élkl> ijwkj(T)
=1 Jj=1
Wk 2

()2 G1E) G
= () e (v
(o)

d—2 N
= ]{?2 Wk” + 71€ wkH (S99
Wk, d ——
_ [ Wk
0
2(d—1
= Kwi, + ( y ) k*wy, (624)

Utilisant ce lemme, ’'Eq. (622) devient

*

& [Orwni(r) = " + ikib(7) + ikipi(7) | + [kﬂwh +

- (a - g“”*) Siwii (1) +i kS (1) +i ki pie(7)
H/—/ \,./ ~—

+wkH = =K@y

—&; [ dle iyl
\/ kBTH Vol / e ‘

— (o - pel) (W:) + ik [pic(7) + 1 (7)] <€Ok> N ijQ (2<dd1>wk”>

Wk |

/ 2 .
—-p an;H VoiHei/dle_lk'l’UTf&). (625)

On remarque déja que dans la limite p — 0 on retrouve le cas particulier élastique [2]. Il reste a
traiter le membre de droite de I'Eq. (625). Ainsi :

(d+2)? ) —86 — 101d + 32d? + 88d> + 28d*
) 2

1 1
(1) — _ * 7. T * 2V,
Sus v1 (K T H# n m) 32(d — 32(d + 2)

) (626)

3
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1 1 2kgT
= orgl) = RGN S VT T~ Vin,  vr =4[ =
2kpT 1 2kgT 1
= G == S ViOT + Th) G = Vi(on +ng)
m —_ m on-+ng —_—
=0(%) S =0(5)
nH (1 ’V(E;_LI +O 62 )
« 2k < 2kpT
= &k —Bv 6T — ey =By 5m
mng

Qk}B 1 m QkBTH 1 m
LR —— = — V. 0T — &u* — — V.. on. 627
§uk - 2VOH1/kBTHle Sakt p—— L kBTHVll n (627)
Ainsi :
m 2 ) ) m 2 L2kp 1
_ 7’\2_ dl —ik-1 (1) _ /dl —ik-1 e B
p\/ kpThy l/OHe / ¢ VT, ¢ p keTH von Su m QVOH kJBTH

on \ .
X (Iﬁ)*vli(ST + TH/L*Vli ) e;
ng

, b
= / dle=1per <n*v115T + Tup*Vvy, n") e,
H

e 0T 5
= pfﬂli*/dle’lk'lvliigi +p§;M*/dleﬂk1v ong,
Ty o

A .
= pgirtik; / dle-*1 0L & + pSptik; / dle 10" &
Ty ng
—_——
=0k (1) =pi(T)
= pEurTikOk(T)ex + p&uptikpx(T)ex. (628)
Finalement, 'Eq. (628) dans (625) donne
N x 2(d—1)
_ pe0x) [ Wk k) 1,2 T Yk
(0= e) () + ik lontr) + ] () + 50 (T,
= p&uik [K70k(7) + 1" pic(7)] <Ok)
* w . * ok * %k /é
— (o) () 4 1 e () + (1= i) )] ()
ki
* 2(d—1)
) Wik
Lk d ) =0. 2
+2 ( Wi, > 0 (629)
Ceci méne aux deux équations
9, —pe0* 1+ 4= L 32 k| (1— 1—pEir*) 0 0
g d n Wk +1 ( pgulu‘ )pk( ) ( pguﬁ ) k(T) ’
(630)
<aT— pgé‘))*+2n2k2) Wi, = 0,
e d 2 d d? a3 d*
2 —86 — 101 2 2
éhl,;:(Jr) 1286 01d + 32d” + 88d° + 284" (631)
32(d—1) 32(d+2)

Dans la limite p — 0, en dimension d = 3, on retrouve bien les équations connues du gaz de
sphéres dures [2].
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4.3.3 Energie
On a:

2
T + u; VT + ——— (P;Viuj + V;q;) = —pTE
kBT
2
= T +u; VT + V uj [pdi; —n (Viuj +uj)] + ——=V,; [-cV,;T — pnV;n]
k’ nkpd

= _prT
2 2
ES T +w;V;T + nkp pV Ui — ﬂviuj |:77 (Vluj + Vjui — démvkukﬂ
2 G (WVST) — —2 Vi (uVin) = —pTel® (632)
nde ’ ¢ nde ¢ ‘ T

avec u; — ouj, n > om+ng, et T — 6T + Ty :

2
nkBT Vzéuz
d ——

Ou(0T + Trr) + 6u; Vi (6T + Tyr) +
———
— =0(5)

=0(5?)
doit étre O(6°)
— WBdVi(SUj non” | Vidu; + Vdu; — E(Siijéuk - Wdez (Iio:‘i Vi(ST)
=0(3h) =0(5) doit oo 00
—0(62)
2 TFL() (0)
" VT ST +T.
nkdv<n L) —p(0T + Tw)ér
=0(%)

doit étre O(69)

2 T
Kok Vi V0T — LLIUS v VI
nde ng

2
- 00T + O/ Ty + =TyVou; —
d nKp

= —poTe® — el

1 1 2 1 m
s Cuen06T + ~ven 0T + T ~vom | — 12—V, Su;
21/0H3 + 21/0H3 1+ o Thgvon T Vi, ou

2 1 2 2 Tyko 12
o 5T (= 5
ok (2”0H> Ty VT — o T M ( ”H> Tl b Vuon

_TLH]ﬂBd 2
= —psTwoutY” — pTiel
e 00T+ 0, Ty + 2T UL vAP) 2 V..V, 6T
T T 3 7. Vi 0 — V i ¥l
H d H kBTH l; (2 Hde K 0OH 7 -~ kB l; Vi;
2 T 1 .
B0 o o — 7, Ny, 0 = —2pe\ 06T — Pl - g(‘” (633)

_’I’LHk‘Bd ng H ZVOHkBTH
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En variables de Fourier :

| . 2 -
dle 10,67 + [ de *10, 1y + 31 [0 [dle 19,00,
d kTu
N——

=ik; [dle” & 15u,

:lk15Uk1(T)
2 L1 m -
- dle™ ™1\, v, 6T
nakpd " 2O Ty | 4 LV
=i?kik; [dle” k15T
=—k?8Ti(7)
2 Turo ,1 m el
— —vop——— | dleT V. V.0
nHde Ny H QVOH]{ZBTH ¢ L VO
=i2kik; [dle”*15n
=—k26ny (1)
T .
= —2pey / dle™ ™67 — 2p=L [ dle~ g
VH
—ik1 . m
= 07 0T (T) +(‘37TH/dle + fTszi ———Oui(7)
d kpTH
—_———
= wii (7)
2 1 m 0T (1) 2 1 m 9y 0N (T)
_ *— o Y k2 T * _
’I'LHdeHOH 2yk3( ) TH nHde HRoH 2U0HkBTH( ) ng
S—— ——
=6x(7) =p1(7)
T .
— —2p€00(r) - 2, 2 [l g
VH
1 1 —ik-1 2 . K:OK/*VOHm 2
— — v ik - ——— k0
— THaréTk(T)—F THOTTH/dle + dz wi(T) + nHk2 ITo k(T)
Ko vEm | o (0) —iklg
————k -2 O ( dle 634
+nHk?3dTH pk(T) = —2p&p / (634)
Avec :
1 2 2 1 ©) (0)%
Loy =2 Lor, = 2L (L ):—2 , 635
7, 0T = o7 0Tu TH< pTuéy PéT (635)
d(d+2) kg P npgkpTy
Ko = —o, Vg =—=—"""-""-, 636
0 2(d—1) m770 o NoH NoH (636)
KoVoH™ d(d+2)k}£ ngkpTH m . d+2 (637)
dngk3 Ty 2d—1) m " on  dnpgk3Ty  2(d—1)
1 1 1
8 Qk( ) 78 5Tk( ) - (5Tk(7')72(97—TH = 78-,—(5Tk(7') - Hk(T) e (—8TTH)
T2 Tw Tw
—_———
(629) e (0)
1 %
= 5 0:0Ti(r) = 0:0he(7) — 25" (), (638)
H
IEq. (634) devient
_ ope(0)% —ik1 2, d+2 L qu .
0-0k (1) — 2p& /dle + dewkH + 5d—1) w(T) + 5d—1) 0 pk(7)

2 .
=L [dle=™1el® (639)
14:4
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Utilisant £\ = vo&'" il vient :

2 ; 2 ; .
_i dle*1g® uf; dle e P
210 (0)*/d1 _aa 8 DR gdl T2
d+2 T(d)2) JmkpT

=a

2 . 1 —
P 59) anHTé/Zi/dle 1 (5n +ng) (0T + Ty)'/?
~——"Ng

/2
VH =VoH H/
. T 1/2
= —2pelY 11/2 /dle—““n T? (M—&-l) <5+1>
nglyy n TH
=143 F-+0(52)
X 0 16T
= —2ope? /dl ikl 1+—”+7—+0(52)
2Ty
= 2" [ ate - 2 () - pel 00l (640)
L’Eq. (640) dans (639) donne
o (0 —ik1 2, d+2 .5 . d+2 5 .
0-0k (1) — 2p& /dle + dzkwkH + 3d— )k K O (T) + 50— 1)k w* k(1)

— opel / dle= ™~ 2pe®* i (7) — pe@* gy (r),  (641)

d’ou finalement

{a +pel 4 % *k}@ (1) + {2 e 4 (TM k} W () + %kwk”(ﬂ:o. (642)

Pour p # 0, la structure formelle de ’équation est exactement la méme que celle du gaz de
sphéres dures [2]. A nouveau, dans la limite p — 0 on retrouve le résultat connu [2], sans toutefois
les taux de déclin au second ordre que nous avons négligés. Il a été montré que ces taux étaient
effectivement négligeables pour le gaz faiblement inélastique [2]. Le seul recouvrement avec notre
théorie est la limite élastique, et notre hypothése est que ces taux restent négligeables au moins
pour de faibles probabilités d’annihilation.

4.4 Résolution

En résumé, nous avons établi dans la section précédente
0 « )
[+ 20| )+ () + g (1) =0, (642
0 . d—=1, ) - -
[87 — e+ — kg] Wi, + @k[(l —p&an”)pi(r) + (1 = p&or )ek(T)} =0, (644)

0 *
e g () =0 (019

O ok A2 s O, _d+2 o 2. _
[aTergT +2(d—1)ﬂk Ok () + | 2p&r +2(d_1)uk pk(T)+d’Lkwk”(T)—O. (646)
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On remarque que ’Eq. (645) est découplée des autres, et peut donc étre résolue pour la compo-
sante transverse du champ de vitesse. Soit

« 1
s1(p,k) = pel" — 31k, (647)
alors 'Eq. (645) devient
Orwi (1) = s1wi, (1), (648)
dont la solution est
wk, (1) = wy, (0)e’+7. (649)

La composante transverse du champ de vitesse décrit la formation de vortexes si s; > 0 [20],
c’est-a-dire si 2p§§~0)*/77* > k2.

Notre formulation est réalisée dans un espace de dimension d. Par conséquent wi, est dans
un espace vectoriel de dimension 1 (engendré par k), et wy, dans un espace de dimension d — 1.
Ceci identifie donc d — 1 modes transverses, donc par analogie avec le gaz granulaire des modes de
cisaillement. Il reste donc (d 4+ 2) — (d — 1) = 3 champs hydrodynamiques & déterminer, c’est-a-dire
la densité pk, la température x, et le champ longitudinal des vitesses wi = wkuék. Le probléme
étant linéaire, la solution pour ces champs s’exprime comme combinaison linéaire des fonctions
propres du probléme aux valeurs propres associé. Notre systéme s’écrit

pr ~2pg) ik —pe” Pk
g | = | ik pgt) pe = S k(- pgw) | g | (650)
01{ _2p€§1)* _ Q(dein)M*kQ —%Zk‘ _pgé)* _ 25;221)’%*]@2 Gk
=M
Les fonctions propres sont de la forme ¢, (k) = exp[s,(p,k)7], n = 1,...,3, avec s, les valeurs

propres de la matrice M, solution de ’équation cubique det(M — s1) = 0. L’équation caractéris-
tique étant particulierement longue, on ne l’écrira pas ici. La résolution se fait a ’aide d’outils

informatiques, utilisant les expressions explicites de £, &, gpo o, et K.

4.5 Interprétations

Faisons d’abord quelques commentaires sur la validité des hypothéses utilisées pour aboutir a
cette description hydrodynamique.

Une hypothése pour D'applicabilité de Chapman-Enskog est que les variations spatiales des
champs sont faibles devant le libre-parcours moyen, c’est-a-dire dans nos variables adimention-
nelles que k < 1. Ainsi, les relations de dispersion obtenues ne sont relevantes que pour k& “proche”
de lorigine k = 0, et les relations de dispersion pour grands k ne sont plus relevantes.

Une autre remarque concerne les taux de déclin. Ces derniers décrivent le déclin des champs
hydrodynamiques dans une description marcoscopique (I’équation de Navier-Stokes en ’occurrence,
ou de Burnett, super-Burnett, etc.). Il faut donc qu’il y ait une séparation claire des échelles de temps
macroscopiques décrites par ces taux de déclin, et 1’échelle microscopique. Cette séparation est par
construction méme nécessaire dans notre approche pour dériver les équations hydrodynamiques. Elle
est nécessaire pour que les champs n, u, et T" associés & des grandeurs non conservées, puissent étre
utilisés. Or les taux de déclin ayant les dimensions de I'inverse du temps, on peut leur associer une
échelle de temps qui est 'inverse de ces méme taux. Par conséquent, si ces taux augmentent, 1’échelle
de temps associée diminuera. Dans notre probléme, on introduit clairement trois telles échelles
supposées macroscopiques ; une pour chaque champ hydrodynamique. Il sera donc nécessaire que le
plus grand de ces taux définisse un temps macroscopique qui reste beaucoup plus grand que le temps
microscopique. Or il est clair que ces taux augmentent en fonction de la probabilité d’annihilation
(donc les échelles temporelles associées deviennent plus petites). La question est alors de savoir
quand (& partir de quelle valeur de la probabilité d’annihilation p) la plus petite échelle de temps
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introduite par les taux de déclin est comparable & 1’échelle temporelle microscopique. Lorsque tel
est le cas, la théorie devient inconsistante et la description hydrodynamique développée n’est plus
relevante : on ne peut plus utiliser les champs n, u, et T dans la description. Intuitivement, les
échelles de temps induites par les taux de déclin doivent diminuer & mesure que les paramétres
controlant la dissipation (en 'occurrence p) augmentent. Pour le gaz granulaire, le probléme se
pose de la méme fagon, & la différence prés qu’il n’existe qu’un seul taux de déclin (celui associé
a la température). Notant « le coefficient de restitution, il a donc été observé que la description
hydrodynamique du gaz granulaire fournissait de bons résultats pour a € [0.6, 1] [20, 4]. On peut
donc de méme prévoir une borne supérieure p. pour la probabilité d’annihilation telle que pour
tout p > p. la description hydrodynamique n’est plus relevante car il n’y a alors plus séparation
des échelles de temps décrivant la dynamique & 1’échelle macroscopique et celle de la dynamique au
niveau microscopique. On trouve ainsi p. ~ 0.2. Ceci reste néanmoins un argument qualitatif. Pour
répondre & la question de la validité de ’hydrodynamique des systémes dissipatifs il est nécessaire
d’entreprendre une étude plus quantitative.

La suite de ’analyse de stabilité linéaire est présentée dans l’article issu des résultats contenus
dans ce document [1].
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